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1. Ejercicios de clase

Esta seccién tiene el proposito de recoger todos los ejercicios propuestos en clase por
parte de la profesora y que fueron resueltos por los alumnos en pizarra.

1.1. Estadisticos muestrales

Ejercicio 1.1.1. Obtener la funcién masa de probabilidad conjunta de una m.a.s.
de X ~» B(ko,p) v la funcién de densidad de una m.a.s. de X ~» U(a,b).

Recordamos que si X ~» B(kg,p), entonces:

ko

x)p””(l -p)"" Vze{0,....k}

P[X =zx] = (
Por lo que si tenemos una m.a.s. de n variables independientes e idénticamente

distribuidas a X, (X3,...,X,), su funcién de densidad vendra dada por:

n n

PIXy = a1,..., Xy = 2] "= [ PIX = 2] "= [] PIX =«

1
fx(x) = s YV € [a,b]
de donde:
indep. T~ d.d. T o1 1
fxrmxy @) TS ) = [ e = A L Va € [a, 0]
i=1 i=1 i=1
Ejercicio 1.1.2. Para cada realizacién muestral, (zy,...,7,) € X", Fy esuna

funcién de distribucién en R. En particular es una funcién a saltos, con saltos de
amplitud 1/n en los sucesivos valores muestrales ordenados de menor a mayor, su-
puestos que sean distintos, y de saltos multiplos en el caso de que varios valores
muestrales coincidieran.
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En las condiciones del enunciado, es decir, suponiendo que z1,...,x, estan ordena-
dos de menor a mayor y son distintos, entonces es facil ver que:

0 six<m
1 siri<zr<zx
Fro@=] STy g

1 siz>zx,

.....

-----

donde F'(z) es la funcién de distribucién de X.

Recordamos que:

n

. 1
Fy ox, (7)) = o Z[]—oo,m](Xi) Vz eR
i=1
Fijado z € R, tenemos que [j_o4(X) ~ B(1, P[X < z]) = B(1, F(z)), por lo que
por la propiedad reproductiva de la binomial tenemos que:

nkFy, x,(x)~ B(n, F(z))
Por lo que:
nE[Fy,  x, (@)l =EnFy  y, (2)] =nF(x)
de donde:
E[Fy, x.(@)] = F(z)
Para la varianza:
n*Var[Fy, x, (z)] = Var[nFy,  x (z)] = nF(z)(1 - F(z))

Ejercicio 1.1.4. Para valores grandes de n, en virtual del Teorema Central del

Limite:
F(z)(1 - F(l’)))

n

Sea (Xi,...,X,) una m.a.s. de n muestras, sea:
Su=Y I wa(X;) VneN
i=1
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Por el Teorema Central del Limite tenemos que:

Sn — E[Sn] n—o00 n—00 F(l’)(l - F(l‘))
S N = 8 N(F(x), )

n

Como S,, ~ B(n, F(z)), entonces tenemos que:

Por lo que:

Fovo, (1) = 780 "N <F(m), Fle){t - F(x)))

~~~~~ n

Ejercicio 1.1.5. Dada una muestra aleatoria simple formada por las observaciones
(3,8,5,4,5), obtener su funcién de distribucién muestral y realizar la representacién
grafica.

Aplicando la definicién de la funcién de distribucién muestral obtenemos que:

0 sirx<3
s sid3<z<4
Fissas (@) =14 %6 sid<z <5
s sib <o <8
1 sizx>8
F*
51 (3,8,5,4,5) (z) |
4| | |
2 —o
1 s
S— | ‘ x
3 4 5 8

Figura 1.1: Representacion grafica de F| (3.85 4’5)($).

Ejercicio 1.1.6. Sea X una variable aleatoria con distribucién B(1,p) con p € (0, 1).
Se toma una muestra de tamano 5, (X, Xo, X3, X4, X5), v se obtiene la siguiente
observacién (0,1,1,0,0). Determinar el valor de los estadisticos estudiados en la ob-
servacion.

Aplicando las féormulas vistas en clase obtenemos:
= Media: 0,4.

» Varianza: 0,24.
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» Cuasivarianza: 0,3.

L] l’(l) = 0, ZL’(Q) = O, 1‘(3) = 0, l‘(4) = 1, ZE(5) =1.

_ 1n
Ejercicio 1.1.7. Sea (X3,...,X,) una m.a.s. y X = — > X;, entonces:
=1

Mx(t) = (Mx(/n))"

£\ indep. T~ t id da t\\"

Ejercicio 1.1.8. Obtener la distribucién muestral de X para (Xi,...,X,) una
m.a.s. de X ~ N (u, o).

t " Nt+ﬁ " Mt"' 02t2
My(t) = MX E =1|e 2n2 = e 2n

Luego X ~» N (,u, %2>, ya que la funciéon generatriz de momentos caracteriza la

" n
w2 Xi

distribucién.
Proposicién 1.1. Si tenemos una m.a.s. (Xi,...,X,), entonces:

FX(R)(JI) = (Fx(x))n Vr e R
Fx () = 1= (1= Fx(z))"

Demostracion. Para la distribucion del maximo:

Fx,, () = P[X@m <zl =P[X) <x,..., X, <7 indep. HP[Xi < 1]

TP <o) = ()

Para la del minimo:

FX(l)(x) =P Xy <z|=1-PXy >z]=1-P[X;>z,...,X, > 1]
" - PEG > 2] L - (P> a])" = 1 (1 - Fx(x))"

i=1

Ejercicio 1.1.9. Obtener las distribuciones muestrales de X1y y X(,) para
X ~ Ula,b).

Si X ~» U(a,b), entonces:
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Por lo que aplicando la Proposiciéon superior:

Tr—a

Fx,,(z) = (Fx(z))" = (b - a)n Yz € [a, b]

—1_ <z:z>” Va € [a, b]

1.2. Distribuciones en el muestreo de poblaciones
normales

Proposicién 1.2. Sea X ~» N(0,1), entonces X? ~ x*(1).

Demostracion. Sea'Y = X2 = h(X), entonces X = +vY = h~'(y), por lo que:

) = fx (07 ) ‘dhd_y@)' A ) + ’ dhd_y@ ‘

Como X ~~ N(0,1), entonces:

1 2
fX( ) \/%
De donde:
1 w2 1 1 -—cw?| —1 1 —y
_ e |l —— | 4 ——e 2 = e Yy >0
w0 = = gl e e
Por lo que Y ~ x?(1). O

Ejercicio 1.2.1. Calcula el valor de k o la probabilidad inducida:

a) P[y2(10) > k] = 0,005.
k = 25,1881.

b) P[x*(45) < k] = 0,005.
P[x*(45) > k] = 0,995 = k = 24,3110

c) P[x*(14) > 21,06]
0,1

d) P[x*(20) < 1244
P[x*(20) < 12,44] = 1 — P[x*(20) > 12,44] =1 —-0,9 = 0,1
Ejercicio 1.2.2. Calcula el valor de k o la probabilidad inducida:
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a) P[t(26) > k] = 0,05
k = 1,7056

b) PJt(20) < k] = 0,25
k = —0,6870

¢) PJ#(26) = k] = 0,9
k= —1,3150

d) P[t(21) > 1,721]
0,05

e) P[t(11) < 0,697]
0,75

f) P[t(8) < —2,306]
0,025

Ejercicio 1.2.3. Calcula el valor de k o la probabilidad inducida:

a) PIF(7,3) < k] = 0,95
k = 8,89

b) PIF(8,4) > k] = 0,01

0,01 =1 — P[F(8,4) < k] = P[F(8,4) < k] = 0,99 = k = 14,8

¢) P[F(2,2) < 19]
0,95
d) P[F(3,5) > 12,1]

P[F(3,5) > 12,1] = 1 — P[F(3,5) < 12,1] = 1 — 0,99 = 0,01

e) P[F(60,40) < k] = 0,05
k= 0,627

1.2.1. Varias demostraciones

Tenemos una (X1, ..., X,) m.a.s. con X ~ N (u,o?), si tomamos:
X — Z?:l Xi
n

Demostraciones importantes que pueden caer.

Proposicion 1.3. En dichas condiciones, veamos que:

X, (X, - X,...,X, — X) son independientes
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Demostracion. Para ellos, usaremos la caracterizacion por la funcién generatriz de

momentos conjunta:

Mx x, x..x,-x(tt, ..

— E e =1 =1 =1
e T
= Xi+ Xiti—X t
S o AL R = e

1ndep HE [
=1 i=1
) ﬁe( +ti—1) ;L—‘r(t-‘rti—t)Q%

=1
i [(L+ti-t)ut 5 (G +(0—F) 422 (0:-D)]

— 61’:1

wi S ut-bg (£ 545 et Le-D)

1 i=1

VY

= et

. 2 2 " — n —
f%u%ﬁﬁ (%Jrzl (ti—1)*+2% _Zl(ti—t))
= € 1= 1=

(ti—%)°

2 N
=1

2t2
%5+
= € v
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Sabemos que:

Por lo que es cierto que el producto de las funciones generatrices de momentos es la
generatriz de mmoentos conjunta, luego las variables son independientes. O]

Corolario 1.3.1. Como corolario de la Proposicion anterior, tenemos que:

= Se vio ya, y se saca de la demostracion de arriba.

» Lema de Fisher: X y S? son independientes.

Como S? es funcion del vector de la Proposicion anterior, tenemos que es
independiente con X, ya que las funciones de variables independientes son
independientes.
2
. w ~x*(n—1)
o
Para demostrarlo:

Ahora, queremos ver que:

(n—1)82 ;(Xl_X)

= T e X )
Para ello:
n n — — 2
Ail(Xi—u)Z Y (Xi= X+ X —p)
o2 - o2
n ) no___ 2 n _
;(Xz X) +;(X—M) +2;(Xi—X)(X—M)
Ll 2
Xi - X - 2
L w,
o2 o2
Y como: o )
(X —p)
HT ~ X2(1)

Buscamos ver lo que sigue lo de la derecha (A= B+ C). Para ello, usaremos
la funcién generatriz de momentos. tenemos que B = f(S?) y C = f(X),
luego B y C' son independientes, por lo que:

Ma_peo(t) ™ My()Mo(t) = My(t)——  t< 1
(1 —2t) 2

N |=
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Y sabemos que:

1
My(t) = m
De donde:
1
CMat)  (1-20° 1 1
WO T T e T
(1-2t)2

Por lo que B ~ x*(n — 1)

X —yp

. m ~s t(n—1)
Para ello, al igual que la %2, lo mds sencillo es ir a la construccion de t:
X~ ./\2f(0, 1)
Vi) (S
Como:
X ~ N(p,0%) = 70/\_/; ~ N(0,1)
(n;—i)SQ ~x*(n—1)

que son independientes por el Lema de Fisher. St aplicamos la construccion:

X-u  X-n
9/\/n 9/\/n X —
/i = /g = 'uwt(n—l)
(n—1)5? =z /va
o?(n—1) g

Este ultimo corolario ayuda a inferir parametros de las distribuciones. Ver punto
2.3.1. Inferencia sobre x significa que queremos averiguar el valor de x. El corolario
de ayer nos sirve para usar otros estadisticos en lugar de otros que deberiamos usar,
pero con 1 parametro desconocido en lugar de 2. Aprenderse formulas de 2.3.1.

1.2.2. Dos poblaciones normales

Teorema 1.4 (extensién del Lema de Fisher). Los vectores (X,Y), (5%, 52) son
independientes.

Demostracion. Usemos la funcion generatriz de momentos, ya que son independien-
tes si y solo si:

°

Mxy s2.53) (L2, 51,82) = Mix 3y (1, 12) M 2 g3 (51, 52)
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Como las X y las Y son independientes:

ema Fisher
M(Y,?,sf,sg)(tlvt%51752):M(Y,Sf)(tla52)M(?,S§)(51a32)L =0 Mg (1) Miga (51) My (t2) Migs (52)

Ahora, como X e Y son independientes:
Mi(tl)MS%(51)M7<t2)MS§(52) = M(yy) (thtz)M(sg,sg)(Sl, 59)

]

Corolario 1.4.1. A partir de entonces (aunque el 30 es el inico que necesita el
Teorema anterior):

1. Tenemos (aunque no sea corolario de Fisher):

1

2 > (Xi— M1)2

No 05 ;—
S~ F(ny,ny)

Que es equivalente a que:

ny

Z (Xi_ﬂl)2 n 0'2

= fuct F(ny,ns)
5 (Vim112)*/nyo

=1

Por construccion de F(ny,ng):

X ~ x*(m) X/m
independientes p = 7 ~ F(ny,ng)
Y~ x*(n) !

Como ayer vimos que:

D) ~ XQ(nl)
01
no )
5 )
1= 2
0_% ~ X (nQ)

Como X e Y son independientes, tenemos funciones en funcion de X e Y,
luego estas dos variables son independientes. Ahora:

; (X — ,U1>2
— 2

nio0
ngl—12 ~ F(ni,ng) ~ F(ni, no)
; (YQ - Mz)

TZQO'%

14 losdeldgiim.github.io
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2. Tenemos:

St/o?
%WF(nl—l,ng—l)
Sequimos buscando la construccionde F', por lo que buscamos aplicar lo que
sabemos:
ny —1)5?
o1
ny — 1)53
E_E__E_Z_Z s X3 (g — 1)
03

Que son independientes por ser funciones de X eY, que son independientes.

Dividimos:
MS%
2 S2/ 2
01M 1/01
= F(ny—1 -1
(o 1% g " MY
O'%(?’LQ — 1)
En particular, si o1 = 09, se tiene:
52
_§WF<n1_17n2_1)
53

3. La construccion de la t-Student era:

X ~~ N(0,1)

independientes

- Y
Y~ x%(n) /n

Queremos probar:

Ahora:
XN (
Y N
Tipificamos:

(n1 - ].)S
n% - sz(nl_l)
ng — 1)52
(2 2)2'\”%)(2(712—1)
ny
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Como X eY son independientes, estas dos son independientes, y al sumar
dos x? independientes tenemos la propiedad reproductiva:

n, —1)5? ng — 1)52
(1n2)1+(2n2)2wx2<n1+n2_2)
1 2

Por la extension del Lema de Fisher tenemos que las dos variables aleato-
rias que hemos calculado son independientes. Procedemos ahora a aplicar la
construccion de la t:

X =Y — (1 — i)

o? o3
-2 ~ t(nyg +ng — 2)
(ni —1)Sf | (n2—1)S3
oi o3
ny+ ng — 2

Las del punto 2.4.1. hay que aprenderlas de memoria también
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2.

2.1.

Relaciones de Ejercicios

Estadisticos muestrales

Ejercicio 2.1.1. Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X. Dar el espacio muestral y calcular la funcién masa de probabilidad de

(X1, ...

2)

b)

, X,,) en cada uno de los siguientes casos:
X ~» {B(ko,p) : p € (0,1)} Binomial.
El espacio muestral en este caso es X", donde:

X =1{0,1,... k)

Recordamos que si X ~» B(kg, p), entonces:
k
P[X =a] = ( O)pm )" VreX
T

Por tanto, para nuestra m.a.s. tendremos la funcién masa de probabilidad:

n

PIXi=a1,..., X, = 2, "= ] PIX = o] = HP

i=1

S (E)ra-pt =50 H( )
i=1 N*

i=1
V(zy,...,z,) € X"
X ~» {P(N) : A € R} Poisson.
El espacio muestral de X es:
X =Nu{0}

Recordamos que si X ~» P(A), entonces:

Por tanto:
PlX)=x1,..., X, = z,] "= HP[Xi =) = HP[X = i

n

) n )
Iy = Iy =
i=1 =1 Z;

1

)

V(zy,...,z,) € X"

17
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¢) X ~» {BN(ko,p):p € (0,1)} Binomial Negativa.

El espacio muestral de X es:
X =Nu{0}

Recordamos que si X ~» BN (kg, p), entonces:

—1
P[X =z] = (“’;“ )(1—p)xpk° Vo € X

Por tanto:

1dd p

PIXi=a1,..., X, = z,] "= [] Plx
=1 1

n

%
n

in—i—k’o—l k k i [El—l—k,‘g—l
— 1 — 0 — no _ i:
11( . )( PP =p 11

=1

V(z1,...,2,) € X"

d) X ~ {G(p) : p € (0,1)} Geométrica.

El espacio muestral de X es:
X =Nu{0}

Recordamos que G(p) = BN(1,p), por lo que si sustituimos en la férmula
obtenida en la Binomial Negativa ky = 1:

n

> T

PXi=z,...,X,, =z, =p"(1 — p)= V(zy,...,x,) € X"
1
e) X ~{Py:N €N} PN(X:x):N, x=1,...,N.
El espacio muestral ya nos lo dan: X = {1,..., N}. Calculemos la masa de

probabilidad:

PX)=a1,..., X, = z,] "= HP[Xi =) = HP[X:%]

o1 1\" .
_HN_(N) V(z1,...,x,) €X

i=1
Ejercicio 2.1.2. Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X . Dar el espacio muestral y calcular la funcién de densidad de (X7, ..., X,,)

en cada uno de los siguientes casos:

a) X ~ {U(a,b) :a,b € R,a < b} Uniforme.

El espacio muestral en este caso es X", donde:
= [a7 b]

18 losdeldgiim.github.io
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Recordamos que si X ~ U(a, b), entonces:

1
Ix(z) = —— Vo € |a, b
Por lo que:
indep. - id. d. - - 1
fov (@) = Hin(xi) = HfX(xi) - H b—a
i=1 i=1 i=1

1 n
_(b—a) V(z1,...,2,) € X"

b) X ~ {N(u,0?): p € R,0? € Rt} Normal.
El espacio muestral de X es X = R. Recordamos que si X ~ N(u,oc?),

entonces: 2
N Cld)
fx(z) = e 202 VreR
2mo
Por lo que:
. " n ] (z; — M)Q
i x) (@1, 1) e Hin@z) = HfX(xZ) - 27m€ 2

( 1 ) Hei 202 :( 1 ) e_zgl 202
2mo , 2ro

1\ 25 % @i-w?
= ( ) e &t V(zi,...,z,) €R"

2mo

c) X ~ {['(p,a) : p,a € R} Gamma.

El espacio muestral de X es X = RJ. Recordamos que si X ~» I'(p, a), enton-

ces: ,
a —1_—ax
fx(z) = pr e Vz € RY

Por lo que:

indep. T i d T N
fxixn) (@1, 1) =" HfXL(%) = HfX(iUz‘) = H ] femom

i=1 i=1 i=1 L(p)
:<I‘(p)) e =l sz V(z1,...,2,) €X

d) X ~ {B(p,q) : p,q € R"} Beta.

El espacio muestral de X es X = [0, 1]. Recordamos que si X ~~ B(p,q),
entonces:

1 Pl — )7t x
fx(@) = A" (1—x) Va € [0, 1]
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Donde:
I'(p)T'(q
B(p.q) =
(p: ) T T 4)
Por tanto:
mdae u 1 . - - 1 — —
Foxvmxo (@) "= T ) = ) =T A L
i=1 i=1 i=1 5(]?, Q)
1
p—1 q—1 n
= =l (1—a V(x1,...,2,) €X
B(p,q) Hl ( ) o )
1

e) X ~{P:0 R}, folz) = 0<x<b.

220’

Se nos dice que X = 0, #]. Calculamos la funcién de densidad conjunta:

n n

indep. d d T 1
f(Xl 77777 Xﬂ)(l‘l,...,ﬂ?ﬁ) = Hle(xz) = fo(xl):H2 /l,ig

V(z,...,x,) € X"

1 U |
(2\/§)HH\/$_¢

Ejercicio 2.1.3. Se miden los tiempos de sedimentacion de una muestra de particu-
las flotando en un liquido. Los tiempos observados son:

11,5; 1,8; 7,3; 12,1; 1,8; 21,3; 7,3; 15,2; 7,3; 12,1; 15,2;
7,3; 12,1; 1,8; 10,5; 15,2; 21,3; 10,5; 15,2; 11,5

= Construir la funcién de distribucién muestral asociada a a dichas observacio-
nes.
Si aplicamos la definicién de funcién de distribucién muestral obtenemos que
esta viene dada por:

0 six <18

300 si18< <73

o 8173 <2<10,5

92 8106 <z <115

W/ sillh<o<12,1

/20 s 121 <z < 15,2

18/20 si 15,2 <z < 21,3

[ 20/20 six>213
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1 [
09| I_,
0,8 |
0,7 |
0,6 |
0,5 |
0,4/ |
0,3 |
0,2 |
0,1 |

| | | | |
% 1.8 73 10,512,1 152 21,3 23

X

(z)

*
n

Figura 2.1: Grafica de la funcién de distribucién muestral.

= Hallar los valores de los tres primeros momentos muestrales respecto al origen
y respecto a la media.

Calculamos primero los tres primeros momentos respecto al origen para luego
calcular los centrados respecto a la media a partir de ellos:

a =Y fia;=10915  az=  fi? = 148,0325
i=1 i=1

as =Y  fir] = 2280,98365

=1

i=1
IS e Iy S
by = EZ(xz—x) = HZ(@ —25,T +T°)
i=1 i=1
1 < 2T _
= 148,9325 — 10,915 = 29,795275
1 < 1 <
by = - Z (z; —T)° = - Z (:1:? — 3277 + 31,3 — 53)
i=1 i=1
1 < 3 37% <
:—Zx?——z xf—l—i T, — T = az — 3a,ay + 3a5 — a3
[ L (et

= a3 — 3ajas + 243 = 4,95455925
1

= Determinar los valores de los cuartiles muestrales y el percentil 70.

Para ello, primero ordenamos los datos de menor a mayor y los agrupamos en
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grupos de 20/4 = 5 en b:

1,8, 1,8, 1,8; 7,3; 7,3; 7,3; 7,3; 10,5; 10,5; 11,5; 11,5; 12,1; 12,1;
12,1; 15,2; 15,2; 15,2; 15,2; 21,3; 21,3

Como en los cambios de agrupaciones de numeros estos se repiten, hemos
obtenido el valor de los cuartiles:

G =13 ¢ =115 qs = 15,2 qs = 21,3
Para el percentil 70, calculamos:
0,7-20=14
Como hemos obtenido un ntmero entero, el percentil 70 sera:

Xag +Xas)  12,1+15.2
2 a 2

= 13,65

Cro =
En el caso de haber obtenido un ntiimero no entero (por ejemplo, 14,2), seria

X(15) .

Ejercicio 2.1.4. Se dispone de una muestra aleatoria simple de tamano 40 de una
distribucién exponencial de media 3, jcudl es la probabilidad de que los valores de
la funcién de distribucién muestral y la tedrica, en x = 1, difieran menos de 0,017
Aproximadamente, ;cudl debe ser el tamano muestral para que dicha probabilidad
sea como minimo 0,987

Como dice el enunciado, tenemos una m.a.s. (Xi,...,X,) con n = 40, todas ellas
idénticamente distribuidas a X ~» exp(\). Sabemos de la asignatura de Probabilidad

que:

1 1
EX]=1=3= =g

Por lo que X ~~ exp (%) Denotaremos por comodidad:
Fy(r) = F(’le ..... Xn)(x)
Y el enunciado nos pregunta por:
PlIF;(1) = Fx(1)] <0,01]
Para ello, primero calculamos Fy(1):
Fx(I)=1—e?*M=1-¢?=1 —e P =q
Por lo que nos disponemos ya a calcular la probabilidad:

P[|F(1) — Fx(1)| < 0,01]

P[|F:(1) — | < 0,01] = P[-0,01 < F*(1) — a < 0,01]
(0,01 + o < F*(1) < 0,01 + qf
[40(—0,01 + &) < 40F(1) < 40(0,01 + )]

P
P
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Y como sabemos que Y = 40F (1) ~ B(40, Fx (1)) = B(40, «):
P[|F:(1) — Fx(1)| < 0,01] = P[40(—0,01 + a) < Y < 40(0,01 + a)]

Si ahora tomamos:
a=1-—e""~0,283469
Entonces:

40(0,01 + &) ~ 40(0,01 + 0,283469) = 11,73876
40(—0,01 + o) ~ 40(—0,01 + 0,283469) = 10,93876

Por lo que:
P[|F; (1) — Fx(1)] <0,01] =~ P[10,93876 < Y < 11,73876] = P[Y = 11]
De donde usando la masa de probabilidad de la Binomial:

40

PlY =11] = (11

)(0,283469)“(1 —0,283469)7 " ~ 0,139

Para el segundo apartado, como para n = 40 obtenemos una probabilidad de 0,139,
podemos intuir que para que dicha probabilidad sea como minimo 0,98, nos es ne-
cesario un valor de n grande, por lo que podemos suponer que:

F (1)~ A (a, w)

De donde:
a(l —a) 7

Buscamos el valor de n que verifica:

0,98 < P[|F*(1) — Fx(1)] < 0,01] = P

7] < /10,01 ]

a(l —a)
Si aplicamos propiedades conocidas de la Normal, si a € R, entonces:
Pl|Z| <a|=Pl-a< Z <a|=P[Z <a] — P[Z < —a]

Pero:
PlZ < —a|=P[Z >a]=1—-P[Z < d

Por lo que:
Pl|Z| <a|=P|Z <a] — P[Z < —a| =2P[Z <a] —1

Volviendo al caso que nos interesa:

0,01 0,01
098 < P |Z|<\/ﬁ—’ _op |z YMOOL
vVa(l—a) a(l —a)
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Luego:

0,98 +1
0,99 = = i

<P
a(l —a)

0,01

Si consultamos la tabla de la normal N (0, 1), observamos que el primer valor que
supera la probbailidad de 0,99 es 2,33, por lo que:

V0,01 V10,01

2,33 = = ~ 0,0221886+/n
Va(l—a)  1/0,283469(1 — 0,283469)
De donde:
5,4280 = (2,33)? = (0,0221886+/n)" = 0,00049233n = n = _ A28 4 96.95347
’ T - ~0,00049233 ’

Por lo que para n > 11027 podemos asegurar que la probabilidad es como minimo
0,98.

Ejercicio 2.1.5. Se dispone de una muestra aleatoria simple de tamano 50 de una
distribucién de Poisson de media 2, jcudl es la probabilidad de que los valores de
la funcién de distribucién muestral y la tedrica, en x = 2, difieran menos de 0,027
Aproximadamente, ;qué tamano muestral hay que tomar para que dicha probabili-
dad sea como minimo 0,997

Tenemos una m.a.s. (Xi,...,X,) con n = 50 idénticamente distribuidas a X ~-
P(2). Notamos por comodidad:

Nos preguntan por:

P[|F;(2) = Fx(2)] < 0,02]

Para ello primero calculamos:

2, 2k /20 ot 92 )
=0

Por lo que:
P[|F(2)—0,6767| < 0,02] = P[-0,02 < F(2)—0,6767 < 0,02] = P[0,6567 < F}(2) < 0,6967]
Como sabemos por lo visto en teoria que:
Y =50F7(2) ~ B(50, Fx(2)) = B(50, 0,6767)
Multiplicamos por 50 la 1ltima expresion:

P[|F*(2) — 0,6767| < 0,02] = P[0,6567 < F*(2) < 0,6967] = P[32,835 < Y < 34,835]
— P[Y = 33] + P[Y = 34]
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Y calculamos estas dos probabilidades:

50 _

PlY =33] = (33) (0,6767)* (1 — 0,6767)*° 7% ~ 0,114734
50

PlY =34] = (3 4> (0,6767)* (1 — 0,6767)*** ~ 0,120075

Por lo que:
P[|F(2) — 0,6767| < 0,02] ~ 0,114734 4 0,120075 = 0,234809

Para el segundo apartado, como para n = 50 obtenemos una probabilidad de
0,234809, podemos intuir que para que dicha probabilidad sea como minimo 0,99,
nos es necesario un valor de n grande, por lo que podemos suponer que:

0,6767(1 — 0,6767)

n

FX(2) ~ N (0,6767,

21
) =N <O,6767, 0’—8777)

n

Por lo que:
Vi(F;(2) — 0,6767)

V0.218777

En dicho caso, buscamos n de forma que:

7 =

- N(0,1)

0,02
0,99 < P[|F*(2) — Fx(2)] < 0,02] = P [|Z| < ﬁ—}

V0218777

De forma andloga al ejercicio anterior:

0,02 0,02
Pl|Z| < \/ﬁ—’ —9oP |7 < \/ﬁ—’ _
V0,218777 v/0,218777

Luego:

0,99 4 1 /10,02
0,995 = <P|z< Y=
’ 2 [ \/70,218777}

Y si miramos la tabla de la Normal observamos que el primer valor que supera la
probabilidad de 0,995 es 2,58, luego:

0,02
2,58 = \/ﬁ—’ = 0,042759v/n

V0,218777
Por lo que:
6,6564 = (2,58)2 = (0,042759\/5)2 = 0,00182833n
Luego:

66564
~0,00182833

Por lo que para n > 3641 podemos asegurar que la probabilidad es como minimo
0,99.

~ 3640,7
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Ejercicio 2.1.6. Sea X ~ B(1,p) vy (Xi, Xy, X3) una muestra aleatoria simple de
X. Calcular la funcién masa de probabilidad de los estadisticos X, S?, min X; y
max X;.

Para resolver este ejercicio, como X sigue una distribucién discreta, buscamos aplicar
el teorema de cambio de variable de discreta a discreta. Para ello, la forma més
comoda serd analizar cada uno de los valores que puede tomar la muestra aleatoria
simple (X7, X5, X3) y determinar en consecuencia cada uno de los valores que toman
X, 52, min X; y méx X;. Acompafiaremos la tabla junto con la probabilidad de que la
muestra tome dicho valor, es decir, en la fila correpondiente a (z1, 25, x3) incluiremos
P[Xl = .I'l,XQ = .TQ,X:), = 1’3]:

P (X1, X0, X3) | X | 52 | min X; | méx X;
(1—p)° (0,0,0) 010 0 0
p(l—p)*| (0,0,1) |Ys|Ys| 0 1
p(1—p)°| (0,1,0) |Ys|Ys| 0O 1
p2(1_p) (0,1,1) s | 1/s 0 1
p(1—p)°| (1,0,0) |Ys|Ys| 0O 1
p(L-=p)| (L0,1) |%3|Ys| 0 1
p2(1_p) (1,1,0) s | 1s 0 1

P (1,1,1) 1]0 1 1

Podemos ya calcular la funciéon masa de probabilidad de cada uno de los estadisticos,
simplemente sumando las probabilidades de la tabla que corresponden a cada valor
del espacio muestral de cada estadistico:

» Para X:
P[Y:O]:P[Xlzo X, =0,X3=0]=(1-p)°
= 1f3) = Zpl— 3p(1 —p)?
= 23] = Zp 1—p)=3p*(1—p)
P[qu:P[X1=1,X2=1,X3=1]=p3
» Para S%:

P[S* = 0] = P[X, =0, X2:O Xs=0+PX;=1,X,=1,Xs=1=p>+(1-p)°

P[52=1/3]:Z +Zp (1—p)=3p(l =p)(p+1-p)=3p(1-p)

= Para min X;:

P[manl = 1] = P[Xl = 1,X2 = 1,X3 = 1] :p3
PminX; =0/ =1- Pmin X; =1] =1 -p°

26 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Inferencia Estadistica 2.1. BEstadisticos muestrales

s Para méax X;:

Plméx X; = 0] = P[X; =0,X, =0,X5 =0] = (1 — p)°
PlméxX; =1]=1— PmiaxX; =0/ =1— (1 —p)°

Ejercicio 2.1.7. Obtener la funcién masa de probabilidad o funcion de densidad de
X en el muestreo de una variable de Bernoulli, de una Poisson y de una exponencial.

Calculamos la masa de probabilidad o funcién de densidad en cada caso, suponien-
do que tenemos (X7,..., X,,) una muestra aleatoria simple con variables aleatorias

idénticamente distribuidas a X, que sigue una distribuciéon distinta en cada caso y
estaremos interesados en calcular la masa de:

i=1

Bernoulli. Supuesto que X ~» B(1,p) para cierto p € |0, 1], si tomamos:

i=1

Por la propiedad reproductiva de la Bernoulli, tenemos que Y ~~ B(n,p). En
dicho caso:

PlY =k| = <7]z)pk(1—p)n_lC Vk € {0,...,n}

Por tanto, tendremos que:

P{YZE} :p[y:k]:(Z)pku_p)”‘k vk e {0,...,n}

n

Poisson. Supuesto que X ~» P()) para cierto A € RT, si tomamos:

1=1

Por la propiedad reproductiva de la Poisson, tendremos que:

Y ~ P (Zn: A) = P(n)\)

En dicho caso:

P[Y = z] :e_”)‘@ Ve € N
x!
Por lo que:
P[X:xn]zp[yzx]—em(m) Ve N
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Exponencial. Supuesto ahora que X ~-» exp()\) para cierto A € R, tendremos
entonces que:

A

Si aplicamos la igualdad () vista en teoria:

) 2 0t = (127) = (225)'

Observamos que obtenemos una funcién generatriz de momentos para X igual
que para una variable aleatoria de distribucién I'(n,nA). Como la funcién
generatriz de momentos de una variable aleatoria caracteriza su distribucion,
concluimos que X ~» I'(n, n\).

—
N

Ejercicio 2.1.8. Calcular las funciones de densidad de los estadisticos max X; y
min X; en el muestreo de una variable X con funcion de densidad:

fo(x) = €77, x> 0.

Calculamos primero la funcion de distribucién, para calcular con mayor comodidad
las funciones de distribucién de X, y X):

Fy(z) = /0 fo(t) dt = /0 et dt = [—ee_t}; =1—¢"" Vo >0

Supuesto ahora que disponemos de una m.a.s. (X1, ..., X,,) idénticamente distribui-
das a X cuya funcion de densidad es la anteriormente dicha, podemos aplicar las
formulas obtenidas en teoria para calcular las funciones de distribucién del minimo
y del maximo. Para el maximo:

Fx,, () = (Fx(2)" = (1 - )" = fx,, =n(l— )" vo>0
Para el minimo:
Fx(x)=1-(1—=Fx(n)"=1-(1-1+ =) =1 — enl0-2) Vo >0

de donde:
fxo (@) = ne?-o-1 Vo >0

Ejercicio 2.1.9. El nimero de pacientes que visitan diariamente una determinada
consulta médica es una variable aleatoria con varianza de 16 personas. Se supone
que el nimero de visitas de cada dia es independiente de cualquier otro. Si se observa
el nimero de visitas diarias durante 64 dias, calcular aproximadamente la probabi-
lidad de que la media muestral no difiera en mas de una persona del valor medio
verdadero de visitas diarias.

Sea X una variable aleatoria que indica el nimero de pacientes que visitan diaria-
mente dicha consulta médica, por cémo nos definen X sabemos que X ~» P(A).

Como ademas nos dicen que la varianza de dicha variable aleatoria es 16, tenemos

28 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Inferencia Estadistica 2.1. BEstadisticos muestrales

que Var(X) = A = 16. Si tenemos ahora una muestra aleatoria simple (X7, ..., X,)
con n = 64, nos preguntan por:

P[|X - E[X]| < 1]
Donde E[X] = A = 16, ya que X ~~ P(16). Calculamos:
P[[X - E[X]|<1]=P[-1<X-16<1]=P[15 < X < 17]

Aplicamos ahora lo visto en el ejercicio 7, ya que si X ~ P()\), entonces tendremos
que nX ~» P(n\), gracias a la propiedad reproductiva de la Poisson:
P|X —E[X]|<1]=P[15< X <17] = P[64- 15 < 64X < 64 - 17
= P[960 < 64X < 1088]

Donde 64X ~ P(64-16) = P(1024). Para calcular dicha probabilidad, aproximare-
mos la Poisson a una distribucién normal:

P(1024) ~ N(1024,1024)
Por lo que:

960 — 1024 1088 — 1024
——j;zﬁiiz—— <Z< ___;Zﬁfif__
=P[-2<Z<2]=2P[Z <2 -1

=2-0,97725 -1 =0,9545

P[|X — E[X]| < 1] = P[960 < 64X < 1088] ~ P

Ejercicio 2.1.10. Una maquina de refrescos esta arreglada para que la cantidad de
bebida que sirve sea una variable aleatoria con media 200 ml. y desviacién tipica 15
ml. Calcular de forma aproximada la probabilidad de que la cantidad media servida
en una muestra aleatoria de tamano 36 sea al menos 204 ml.

Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple idénticamente distribuida a la va-
riable aleatoria X de tamano n = 36, aplicando el Teorema Central del Limite

obtenemos que X ~» N <200, %) Calculamos la probabilidad:
v/36(204 — 200)
15

tipiﬁiamos

PX =204 " =""P|Z>

=P[Z>16]=1-P[Z < 16]

=1-0,9452 = 0,0548
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2.2,

Distribuciones en el muestreo de poblaciones
normales

Ejercicio 2.2.1. Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 5 de una variable
aleatoria con distribucién N (2,5, 36). Calcular:

a)

Probabilidad de que la cuasivarianza muestral esté comprendida entre 1,863 y
2,674.

Tenemos una m.a.s. (X1, Xo, X3, X4, X5), todas ellas idénticamente distribui-
das a X ~» N (2,5, 36). Tomamos la cuasivarianza de dichos datos:

n

= LS X )= 1 Y (X - 257

n—14% ,
=1 =1

Y queremos calcular la probabilidad:
P [1,863 < 5% < 2,674]

Para ello, en teoria hemos visto que como tenemos una poblacién normal, se
cumple que:

(n—1)8* 452

— 2 — .2

Por tanto:

P[1,863 < S* < 2,674] = P

41,863 - 452 - 4-2,674
36 36 36

- 2
— P 0207 < % < 0,29711

:432 452
= _— — — 1
P_36>0,207} P[SG >O,2971

Si consultamos la tabla de la x?(4):

452 452
P|— 2 = P|— 2071 =
{ 36 > 0, 07} 0,995, { 26 > 0,297 1 0,99

Por lo que:

482 452
P[1,863 < S? < 2,674] = P {% > 0,207} ~P {% > 0,29711 ~ 0,995 — 0,99

= 0,005

Probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 1,3 y 3,5, su-
puesto que la cuasivarianza muestral esta entre 30 y 40.

En la situacién del apartado anterior, ahora tenemos también en consideracién

la media muestral:
— 1
X =- E X;
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Bajo estas condiciones, el Lema de Fisher nos dice que S? y X son indepen-
dientes, por lo que la probabilidad de que la media muestral esté comprendida
entre 1,3 y 3,5 suponiendo que la cuasivarianza muestral estd comprendida
entre 30 y 40 es igual a la probabilidad de que la media muestral esté com-
prendida entre 1,3 y 3,5:

P[1,3< X <3,5]30<S*<40]=P[1,3< X < 35]
Sabemos que X ~» N (,u, "72), nos disponemos a calcular dicha probabilidad:

V5(1,3 —2,5) g V5(3,5 — 2,5)
V36 V36

[—0,447214 < Z < 0,372678]

[Z < 0,372678] — P[Z > 0,447214]

[Z < 0,372678] — 1 + P[Z < 0,447214]

0,64431 — 1 + 0,67003 = 0,31434

tipificamos

P[13<X <35 "= "P

P
P
P

Ejercicio 2.2.2. La longitud craneal en una determinada poblacién humana es una
variable aleatoria que sigue una distribuciéon normal con media 185,6 mm. y desvia-
cion tipica 12,78 mm. ;Cudl es la probabilidad de que una muestra aleatoria simple
de tamano 20 de esa poblacién tenga media mayor que 190 mm.?

Tenemos una poblacién que sigue una variable aleatoria X ~» N (i, 0?) con parame-
tros . = 185,6 y o = 12,78. Tomamos una m.a.s. (Xi, ..., X,,) con n = 20 y tomamos
la media muestral:

—_

Yz—Z(Xi—u)Q

Queremos calcular:
P [X > 190

Para ello, sabemos por lo visto en teorfa que X ~» A (,u, %), por lo que:

v/20(190 — 185,6)
12,78

=1-P[Z <1,5397] =1 —0,93822 = 0,06178

P[X >190] "= p | 7 > — P[Z > 1,5397]

Ejercicio 2.2.3. ;De qué tamano minimo habria que seleccionar una muestra de
una variable con distribuciéon normal N (u,4) para poder afirmar, con probabilidad
mayor que 0,9, que la media muestral diferira de la poblacional menos de 0,17

Supuesto que tenemos una m.a.s. (Xi,...,X,) de tamano n € N de variables alea-
torias idénticamente distribuidas a X ~» N(ju,4), queremos buscar el menor n de
forma que:

09 < P[|X —pl<01]
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. , ~ 2
Para ello, usaremos que hemos visto en teoria que X ~» A (u, %) con 0 = 2:

_ - —/n0,1 1
0,9< P[IX —p|<01]=P[-01<|X—pul <01 =P [@ <Z< \/ETO}
= P [—/n0,05 < Z < v/n0,05] = 2P [Z < /n0,05] — 1

De donde:

0,95 = < P[Z < /n0,05]

0,9+1
2
De donde mirando la tabla de la normal N (0, 1):

1,65\
V0,05 > 1,65 =n> |- ) =1089
0,05
Por lo que habria que seleccionar como minimo una muestra de tamano 1089 para
poder afirmar con probabilidad mayor que 0,9 que la media muestral difiere de la
poblacional menos de 0,1.

Ejercicio 2.2.4. Sea (Xj,..., X,,) una muestra aleatoria simple de una variable con
distribucién normal. Calcular la probabilidad de que la cuasivarianza muestral sea
menor que un 50 % de la varianza poblacional para n = 16 y para n = 1000.

Dicha muestra aleatoria simple es de variables idénticamente distribuidas a X ~»
N (p, 0?). Bajo estas condiciones, sabemos por lo visto en teorfa que:

(n—1)S?

—— ~xX’(n—1)

g

Y queremos calcular:

P[S? < 0,50%] = P > (n—1)0,5

o2 / o2

» Para n = 16, mirando en la tabla de x?(15) tenemos que:

o 2
P[$* <0507 =1—P [—(” 1S

(n—1)s* _ (n—l)o,wf] o p [(n—1)52

o2

> 7,51 =1-0,95=0,05

» Para n = 1000, no disponemos de tabla para x%(999), por lo que aproximare-
mos x?(999) por N(999,2 -999) = N(999,1998), gracias al Teorema de Lévy.
De esta forma, si tomamos:

(n—1)52

Y = 5

~ N(999, 1998)

o
Tenemos entonces que:
499,5 — 999

P|999-0,5| = PlY >4995|=P |Z >
999 0.5 = P| | [ cat

} =1-— P[Z < —11,17]

Por lo que:
P[S? < 0,50% ~ P[Z < —11,17] = 0
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Ejercicio 2.2.5. Sean S? y 57 las cuasivarianzas muestrales de dos muestras inde-
pendientes de tamanos n; = 5y no = 4 de dos poblaciones normales con la misma
varianza. Calcular la probabilidad de que S%/s2 sea menor que 5,34 o mayor que 9,12.

Bajo estas hipétesis, sabemos por lo visto en teoria que (como o1 = 03):

St _
—QWF(nl—l,ng—l):F(4,3)
53

Por tanto, notando Y = g—i por comodidad, calculamos (son sucesos disjuntos):
2
PlY <5340Y >9,12] = P[Y < 5,34] + P[Y > 9,12]
Observamos la tabla de F'(4,3):

PlY <534 =09
PlY >9,12]=1—P[Y <9,12] =1 — 0,95 = 0,05

En definitiva:
PlY <5340Y >9,12] = P[Y < 5,34+ P[Y > 9,12] = 0,95

Ejercicio 2.2.6. Se consideran dos poblaciones de bombillas cuyas longitudes de
vida siguen una ley normal con la misma media y desviaciones tipicas 425 y 375
horas, respectivamente. Con objeto de realizar un estudio comparativo de ambas
poblaciones, se considera una muestra aleatoria simple de 10 bombillas en la prime-
ra poblacién y una de tamano 6 en la segunda. ;Cudl es la probabilidad de que la
media muestral del primer grupo menos la del segundo sea menor que la observada
en dos realizaciones muestrales que dieron 1325 horas y 1215 horas, respectivamente?

Como describe el enunciado, tenemos una m.a.s. (Xi,...,X,) de tamano n = 10
de variables aleatorias idénticamente distribuidas a X ~~» N (u, 4252); y otra m.a.s.
(Y1,...,Y,,) de tamanio m = 6 de variables aleatorias idénticamente distribuidas
ayYy ~» N(u, 3752). Notaremos p; = 1325, uo = 1215. Bajo estas condiciones,
sabemos por lo visto en teoria que:

X-Y X-Y—(n—p)

- - N(0,1)
oL o oL 0
n1 Mo n1 Mo
Luego si notamos a esta tltima variable como Z:
— = 1325 — 121 1325 — 121
P[X —-Y <1325 —1215] = P Z<M =P|Z< 525 >
o2 o2 425% 3757
— 4+ —= +
ni N 10 6

= P[Z < 0,5399] = 0,7054
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Ejercicio 2.2.7. Sean X1, ..., X, X,,11 variables s aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas segin una N (i, 02), y sean X y S? la media y la cuasivarianza
muestral de (X7, ..., X,). Calcular la distribucién de

X1 — X
S n+1

Bajo dichas hipétesis, tenemos:

Xng1 ~» N(p, 0°) — , 07 9 1
7%/\/(#,%2) :>Xn+1—XWN(,u—,u,a +E):/\/'(O,a (l-l—ﬁ))
de donde si tipificamos la variable:

n+1 - n+1 - X Xn+1 - X

/@ n+1 o n+1

Ademas, se ha visto en teoria que:

(n—1)5?

—— = xA(n—1)

g

Como tanto X, como X son independientes de S2, podemos aplicar la construc-
ciones de la distribucion ¢ de Student:

U ~ N(0,1)
independientes p = =
V ~ x*(n) /n

~ 1(n)

Si lo aplicamos a nuestras variables:

Xny1 — X n Xng1 — X

n
o n—{—lz o n—!—l:XnH—y [ n - t(n—1)
(n_1>52 § S n+1

o?(n—1) g

Ejercicio 2.2.8. Sean (X,...,X,), (Y1,...,Y,,) muestras aleatorias simples inde-
pendientes de poblaciones N (y1, 02) y N(po, 0?), respectivamente. Sean a, 3 € Ry
X,Y, 5%, 57 las medias y cuasivarianzas de las dos muestras. Calcular la distribucién
de

(X Nl) + /3 Y — M2

\/(n—17)15jm_2 \/_+_

Sabemos que:

X N ,u1,§ X~y ~N O,%Q (X — ) ~ N 0,0‘2;2
— 2 — __ 2 — — 2 2
Yoo N (2, % Y~ N (0,5 BY = pa) ~= N (0, 57
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Como ambas son independientes, podemos aplicar la propeidad reproductiva de la
normal:

(X — 1)+ BY — jig) ~» N (0, 04202 - 5202) =N (0,02 (%2 + 5—2))

m m

Si tipificamos la variable:

a(X — ) + BV — p2)

~ N(0,1)
o /£ 2
Por otra parte, tenemos que:
n—1)S? m —1)52
( 02) 1 WXZ(H—l), ( 02) 2 'V‘->X2(m—1)

Como ambas son independientes por ser S? y S5 independientes (ya que las muestras
aleatorias simples eran independientes), podemos aplicar la propiedad reproductiva
de 2, obteniendo que:

(n—1)5? N (m—1)52 _ (n—1)S?+(m—1)S2

2 2 2

~ X (n +m —2)

o o o

Finalmente, la extensién del Lema de Fisher nos dice que (X,Y) es independien-
te de (S%,52), por lo que las dos variables aleatorias con las que trabajamos son
independientes, lo que nos permite aplicar la construccion de la distribucion ¢ de
Student:

(X — ) + B(Y — po)

Q/\/%sz%g B (X Ml)—i‘ﬁ(y M2

(n—1)512+(m—1)53_\/(n_1)52 \/_ g nme?)
g/j n+m—2
n-+m-—2
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2.3. Suficiencia y completitud

Ejercicio 2.3.1. Sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable

X ~{B(k,p): p€]0,1[} y sea T(Xq,...,X,) = > X;. Probar
i=1

a) usando la definicién

b) aplicando el teorema de factorizacién

que T es suficiente para p.

a) Si notamos para abreviar T = T(Xy,...,X,), tenemos que probar que la
distribucion de la muestra condicionada a cualquier valor del estadistico no
depende del parametro p para probar que T es suficiente para p. Para ello:

Pp[Xlz.Il,...,Xn:l’n,T:t]

Pp[T = t]

Pp[Xlzl'l,...,Xn:l'n'T:t]:

t

RN

0 si T(xy,...,25)
= Pp[Xlle,...,Xn:In]

siT(xy,...,zp) =t

B, [T = t]
Como 0 obviamente no depende de p, el caso T'(x1,...,xs) # t se encuentra
ya estudiado, por lo que nos centramos en el caso T(xy,...,z) = t:
- PIX — STk k-
P,[T =t P,[T =t (zk)p —p) ”’“ t
o nk _2": o n
p= (-p) FOIIC) TG
(H)pt=p)™ (7)
Donde en (x) hemos usado que (Xj,...,X,) es una m.a.s. (variables inde-

pendientes) y la reproductividad de la Binomial, por lo que T ~» B(nk,p);

y en (k%) hemos usado que t = T'(z1,...,x,) = > x;. En definitiva, hemos
i=1

obtenido que la distribuciéon de la muestra condicionada a cualquier valor del

estadistico no dependende del parametro p, por lo que T es suficiente para p.

b) Si podemos usar el Teorema de factorizacion, escribimos la funcién masa de
probabilidad de la distribucién conjunta de la muestra aleatoria simple:

i, T ~(k , -
PlX,| = X, =x, = PX =ux] = Ti(l — :
B et | GEEE R (W ERY
Si tomamos:
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Podemos aplicar el Teorema de Factorizacion de Neymann-Fisher, obteniendo
que T es un estadistico suficiente para p.
Ejercicio 2.3.2. Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable

X~ {P\): AeR} ysea T'(Xy,...,X,) = > X;. Probar
=1

(2

a) usando la definicién
b) aplicando el teorema de factorizacién
que T es suficiente para A.

a) Notando T' = T'(Xy,...,X,), seguimos los mismos pasos que en el ejercicio
anterior:

P,\[Xlle,...,Xn:l‘n,T:t]

P)\[Xlz.fl,...,Xn:ZEn|T:t]:

P\[T =]
0 siT(xy,...,2,) #t
= RXi=x,..., X, =2,]
T ce X)) =1
P/\[T _ t] 51 (xb y L )
Y ahora nos interesamos por el segundo término, que es el que puede depender
de A:
— Azgl .
n n i € "
PX = e x;!
PXy =21, X = 2] i 1131 ol | (*) 11;11 il zl;ll
P)\[T = t] P)\[T = t] A (n/\)t —nA L nt)\t
1 t!
(0 8
nt [] x;!
i=1

Donde en (x) usamos que T' ~» P(n)), por la reproductividad de la Poisson
y en (k) usamos que t = T'(z1,...,x,) = > ., z;. Obtenemos una cantidad
que no depende de A, por lo que T es suficiente para .

b) Si podemos aplicar el Teorema de factorizacién, escribimos:

- LT AZ”
iid. AT o =
PXy=a,.. . Xy =2] = HPA[X:fEi] :He A;=e Mo
i=1
Si tomamos:
1 n
Barr) =5 T(Xi X)) =3 X galf)=e ™ N
[T ! i=1

Por el Teorema de Factorizacion de Neymann-Fisher obtenemos que T es su-
ficiente para .
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Ejercicio 2.3.3. Sea (Xi, X3, X3) una muestra aleatoria simple de una variable
X ~» {B(1,p) : p € ]0,1[}. Probar que el estadistico X; +2X5+3X3 no es suficiente.

Consideramos el estadistico T'( X7, Xa, X3) = X1+2X5+3Xj5. El espacio muestral de
X es X = {0,1}, por lo que el espacio muestral de T es T = {0, 1,2, 3,4, 5,6}. Sabe-
mos por un ejemplo visto en teoria que el “truco” para demostrar que T (X7, Xs, X3)
no es suficiente para p es buscar un valor del espacio muestral 7 que provenga de
varias combinaciones de estados del espacio muestral X3. Como 0, 1, 2 solo provienen
de una combinacién del espacio muestral X3 (son (0, 0,0), (1,0,0) y (0,1,0) respec-
tivamente), probamos buscar el contraejemplo con ¢t = 3, que proviene de considerar
las observaciones de la muestra (1,1,0) y (0,0, 1).

Una vez explicado el procedimiento para buscar cudl es el valor de ¢ que funciona,
procedemos a probar que la distribucion de la muestra condicionada a dicho valor
de t depende del parametro p. Para ello:

P[Xlzl’l XQZJZQ ngl’g T:3]
PlX =21, Xo =29, Xs=a3 | T =3] = -2 ’ ’ ’
p[ 1 1, A2 2,423 3| ] Pp[T=3]

0 si T(xy, w9, x2) # 3
={ P[Xi =21, X5 =19, X3 = 23]

T _
BT =3 si T(xy, 29, x3) = 3

Vemos que el primer caso no puede depender nunca de p, por lo que buscamos probar
que el segundo caso si que depende de p. Para ello:

Pp[Xl = X, X2 = Z9, X3 = 173] 1§ Pp[X = Il]Pp[X = IQ]PP[X = 5(73]
BT = 3] BT = 3]
) po(L—p) (1= p) (1 = p)

CBRXi=1,Xo=1,X3=01+P,[X; =0,Xo =0, X3 = 1]

_ pm(l _ p)l—xlpm(l o p)l—xszg(l . p)l—x3
pp-(1—p)+(1—=p)(1—p)p

Donde en (x) he usado la propiedad reproductiva de la Binomial, por lo que T' ~~
B(3,p), asi como que la condicién ¢ = 3 provenia de los valores (1,1,0) y (0,0, 1).
Ahora, si tomamos (x1, 9, z3) = (1,1,0), tenemos que:

BIX1=1,X,=1,X5=0] p'(1-p)°p'(1—p)°p"(1 —p)'

BT = 3] Cpp-(I=p)+(1-p)(1-pp
_ pr(1 = p)
pp(l —p)+ (1 —p)(1—p)p
_ p*(1—p) y

p(1—p) (p++=p)
Que claramente depende de p, por lo que T" no es suficiente para p.
Ejercicio 2.3.4. Aplicando el teorema de factorizacién, y basandose en una mues-
tra de tamano arbitrario, encontrar un estadistico suficiente para cada una de las

siguientes familias de distribuciones (en las familias biparamétricas, suponer los ca-
sos de s6lo un pardmetro desconocido y de los dos desconocidos).
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a) X ~» {U(—92,92):0 >0}

b) X ~{I'(p,a) : p,a >0}

) X~ {B(p,q) : p,q > 0}

d) X ~ {Pn.n, : N1, N2 € N, Ny < Ny} y la masa de probabilidad viene dada

por:
1
Py X =] = —— e {N,,... N
N1, N | ] Ny— Ny + 1 z € {N 2}
En lo que sigue, supondremos que tenemos una m.a.s. (Xi,...,X,) de variables

idénticamente distribuidas a la respectiva variable X:

a) Si X ~» U(—92,92) con 6 > 0:

Flan, ... o) 2 f(xz):H%:i x; € |=9/2,0/2[, Vie{l,...,n}

Qn
=1 =1

Por lo que tendremos —f/2 < X1y < Xy < 9/2:

1

f(»’Ula ce 795n) = e—nI}OA-oo[(X(l) + 9/2)[}—00,0[()((”) - 9/”)

Si tomamos:

h(l'l,...,l'n> = 17 T(Xlaan> = (X(l)’X(n))
1
go(ts, t2) = 971}07+m[(t1 + 9/2) ) oo 0 (t2 — 9/2)

Por el Teorema de factorizacién, tenemos que T'(X7, ..., X,,) es un estadistico
suficiente para 6.

b) Si X ~ I'(p,a) con p,a > 0:

n

flan,. o mn) = H flz:) = H PCE;) aP e = (;E;) e ™ fofl

= Suponiendo que p es conocida, podemos tomar:

n p—1
Wy, ... ) = (Hl") s T(Xy, LX) =) X,
=1

- ()

= Suponiendo ahora que a es conocida:

h(xly-.-,xn)ze_aiglzi’ T(X177Xn):HfIf1
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= Si ahora tanto p como a son desconocidas, podemos tomar:

h(xl,...,$n>:1, T(X177Xn): (in,ﬁXJ
i=1 i=1

_ a? " —aty 4p—1
Y(a,p) (tlatZ) - F(p) e t2

c¢) Si X ~ B(p,q) con p,q > 0:

f(a:l,...,xn)i H H

h(zy,...,z,) = (Hxl) , T(Xl,.--,Xn)ZH(l—Xi)

= Si ¢ es conocida:

h(xl,...,mn):<H(1—xi)> CT(X LX) =[]

= Si tanto p como ¢ son parametros:

h(ZL‘h Ce ,l’n) = 1, T(Xl, c. ,Xn) = (ﬁX“ﬁ(l - Xz))

i=1 =

—_

1 —1,q-1
dwah,t2) = Bp Q)"tllj E

d) Si X ~» Py, N, con Ny, Ny € N; N; < Ns, entonces:

n

i T 1
P[Xlzl'l,,Xn:l’n]:dHP[X:.TZ]:Hm
i=1 =1

1
(Ny— N+ 1)V

x; € {Nl,...NQ}

Como se tiene Ny < X(1) < X(,) < IV, entonces:

I o (X(1) = Ny (X () — N2)
(No — Ny +1)"

P[Xlzl'l,...?Xn:ZCn]:
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= Si N; es conocido:

h(&?l, ce ,.’L‘n) = IfN()(X(l) - Nl); T(Xl, ce 7Xn> = X(n)
I, (t — Ny)
Ny — Ny +1)"

9N, (t) = (

= Si NV, es conocida:

h(.ﬁCl, ce ,l’n) = [No(X(n) - NQ), T(Xl, Ce ,Xn) = X(l)
Iy, (t— Ny)
Ny — Ny +1)"

g, (t) = (

= Si tanto N7 como Ny son parametros:

h(a:l,...,:cn) = 1, T(Xl,...,Xn) = (X(1)7X(n))

Ly (t = Ni)lyg (t2 — Ny)
Ny Ny (tr, t2) = (No— N+ 1)

Por lo que en cualquier caso obtenemos un estadistico suficiente, por el Teo-
rema de Factorizacion.

Ejercicio 2.3.5. Sea X ~» {Py : N € N}, siendo Py la distribucién uniforme en los
puntos {1,..., N}, y sea (X1,...,X,) una muestra aleatoria simple de X. Probar
que max (X1, ..., X,) es un estadistico suficiente y completo.

Buscamos aplicar el Teorema de factorizacién de Neymann-Fisher:

. "1
PIX) =a1,...,Xn = 2] :'HP[X:xi]:HN, ze{l,...,NLVie{l,...,n}
=1

=1

Por lo que 1 < X(1) < X, < N:

P[Xlzflfl,...,Xn:In] =
De donde podemos tomar:

h(z17~--7xn):]N0(X(l)_1)7 T(Xl,...,Xn) :X(n)
_ Ly(t—N)

gn (1) G

Por el Teorema de factorizaciéon de Neymann-Fisher, tenemos que el estadistico
T(Xy,...,X,) = X(n) es suficiente. Comprobamos que también es completo: sea g
cualquier funcién medible, supongamos que (abreviaremos T'(X7,..., X,) =1T):

0=E[g(T)]=> g)P[T=1 VYNEN

Calculamos la funcién masa de probabilidad de T"

Fr(t) = (Fx(t))" = P[T =t] = P[T <t]=P[T <t—1] = (Fx(t))" = (Fx(t — 1))
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Como Fx(t) = 4, tenemos entonces que:

P =1 = (Fx(1)" — (Fx(t—1))" = —. — =

N7 N7 Nn
Por lo que:
Sy T L i
0= Elg(T)] = 3 g(0) o = < S g0 ~ (- 1)) VNN
t=1 t=1
de donde:

d gttt —(t—1)") =0 VNEeN

t=1
Probemos por induccién sobre N que g(t) =0 Vt e N:
= Para N = 1: tenemos que:

1

g(1) =g(M)(I" = (1 =1)") =D gO)(t" = (t-=1)") =0

t=1

= Supuesto que g(t) = 0 para t < N:

N

gIN)(N" = (N =1)") = gt)(t" = (t=1)") =0

t=1

Por lo que:

e g(N)=0.

e N"— (N —1)" =0, que es imposible, puesto que la potencia n—ésima es

una funcién estrictamente creciente en el intervalo [0, 4+00].
En definitiva, tenemos que:
NC{t: g(t) = 0}
Por lo que:
1> Plg(T)=0]>PTeN=1= Plg(T)=0]=1

Lo que demuestra que X(,) es completo.

Ejercicio 2.3.6. Basandose en una muestra de tamano arbitrario, obtener un es-
tadistico suficiente y completo para la familia de distribuciones definidas por todas

las densidades de la forma

fQ(CE) = 69_$7 x>0
Sea (Xi,...,X,) una m.a.s. de tamano n € N:
. T = . no— 3 a; nf .
fg(xl,...,xn):dHfg(a:i):Hee_“:e =1 = en . o >0Vie{l, ... n}
L L - S
=1 =1 ;
ei=1
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Por lo que ha de ser 6 < X(y):

fo(z1,...,x,) = =
5
67,:1
Si tomamos:
_ f: .
h(xla 7xn) =e =, T<X17 7Xn) = X(l)

go(t) = " - I 0f(t = 0)

Por el Teorema de factorizacion de Neymann-Fisher tenemos que el estadistico Xy
es suficiente para §. Comprobemos si es completo: sea g cualquier funcién medible,
suponemos que (y escribimos 17" = T'(X7, ..., X,,) para abreviar):

+oo
0= FElg(T)] = / g(t) fr(t) dt Vo € R
0
Como T' = X(y), tenemos que:

Fr(t)=1—(1—Fy(t))" = fr(t) = n(l — F(t))""" fo(t)
donde: .
Fy(t) = / ' dx = [—eg_ﬂg =1-—e, t>40

por lo que:
fr(t) = n(ee_t)n_leg_t = n(ee_t)n, t>0

volviendo al caso que nos interesa:

0= FElg(T)] = /9+Oog(t)n(€9_t)n dt = ne™ /9+OO g(t)e ™ dt Vo € R

por lo que:

“+o0o
/ git)e™dt=0 VOeR
0

Por simplicidad de célculos, supondremos que g es continua, con lo que si G(t) es
una primitiva de g(t)e™™, entonces:

+oo n
/ g(t)e ™™ dt = lim gt)e ™ dt = lim G(n) —G(H) =0 VAR
0

n—oo 9 n—o0

Si derivamos ahora respecto a 6, tenemos que:
—g@e ™ =0 VOecR
con lo que g(f) =0 VO € R. Es decir:
RC {1 g(t) = 0}

luego:
° 1>2Plg(T)=0]>P[TeR|=1= Plg(T)=0]=1

por lo que T es completo.
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Ejercicio 2.3.7. Comprobar que las siguientes familias de distribuciones son ex-
ponenciales uniparamétricas y, considerando una muestra aleatoria simple de una
variable con distribucion en dicha familia, obtener, si existe, un estadistico suficiente
y completo.

a) {B(ko,p) : 0 <p <1}
Comprobamos todas las condiciones:
1. El espacio paramétrico es: 0, 1] C R.
2. El espacio muestral es X = {0, ..., ko}, que no depende de p.

3. Para la tercera condicidn:

pix sy = (D)t o [ ((W)rs )

k
= exp ln(po>+xlnp+(k:0—x)ln(1— )}
ko
=exp |In » +azlnp+ koln(l —p) —zIn(l — p)
ko p
= exp |In +koln(l —p)+xIn | ——
p L—=p

Tomando:
T(@) =z,  S(x)=0
o =1 (12). o =u (") +rma-p

I-p
obtenemos la tercera condicion.

Sea (X7i,...,X,) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ~ B(ko,p) con p € ]0, 1], el Teorema visto en teoria para las familias de
distribuciones exponenciales nos dice que el estadistico:

T=T(X,...,X,) = zn:T(XZ-) = zn:Xi
i=1 i=1

es suficiente para p. Para ver que T es también completo, hemos de ver que
I'm() contiene un abierto de R:

Opcién 1. Como @ : |0,1[ — R es continua, no constante y definida sobre
un intervalo, por el Teorema del Valor Intermedio su imagen ha de ser un
intervalo, que es un abierto de R, por lo que T es completo.

ImQ = {m (1%) pelo, 1[}

Si definimos la funcién f : ]0,1[ — R, tenemos que f es sobreyectiva
(de hecho es biyectiva):

Opcion 2.
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» Estd bien definida, puesto que si x € |0, 1], entonces 1 — x > 0, con
lo que f(z) € RT.
» Sea y € RT, tenemos que:

t Y
—— =y<=t=y(l—t) <=t =y—yt < t(1 =y<—t=——<1
=Y y(1-t) y—y (I+y) =y Sl

Por lo que f(t) =y con t € ]0,1], con lo que f es sobreyectiva.

Por tanto, Imf = R*, de donde deducimos que:

ImQ = {m (&) :pelo, 1[} = {In(f(p)) : p €]0,1[} = In(Imf) = In(R*) = R

Como obviamente R contiene algtin abierto de R, deducimos que T era
un estadistico completo.

b) {P(A): A >0}

Comprobamos las condiciones:

1.
2.
3.

El espacio paramétrico es R™ C R.

El espacio muestral es X = NU {0}, que no depende de \.
Para la tercera condicién:
PX =zx]=e —=crp|In(e"— = exp[—A + xIn A — In(z!)]
x! x!
Tomando:

T(x) ==,
OO =In), D) = -\

obtenemos la tercera condicion.

Sea (X7i,...,X,) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ~ P(A) con A € R, el Teorema visto en teorfa para las familias de
distribuciones exponenciales nos dice que el estadistico:

i=1 i=1

es suficiente para A. Para ver que T es también completo, hemos de ver que
Im() contiene un abierto de R. Como:

Im@Q ={ln(A\): \e R"} =In(R") =R

Tenemos que Im() = R claramente contiene un abierto de R, por lo que T es
completo.

¢) {BN(ko,p):0<p<1}

Comprobamos las condiciones:
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1. El espacio paramétrico es |0, 1] C R.
2. El espacio muestral es X = NU {0}, que no depende de p.

3. Para la tercera condicién:

ko —1 ko —1
P == (7T e o (TR -
x T
ko —1
= exp {1n<x+ 0 )+xln(1—p)+kolnp}
x
Tomando:
ko —1
T(z) =z, S(:L’):ln<x+ 0 )
x
Q(p) =In(l—p),  D(p) =kolnp
Obtenemos la tercera condicion.
Sea (X7i,...,X,) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas

a X ~» BN(ky,p) con p € ]0,1], el Teorema visto en teoria para las familias
de distribuciones exponenciales nos dice que el estadistico:

T=T(X,...,X,) = zn:T(XZ-) = zn:Xi
i=1 =1

es suficiente para p. Para ver que T es también completo, hemos de ver que
Im@ contiene un abierto de R. Como @ : ]0,1[ — R es una funcién continua,
no constante y definida en un intervalo, tenemos que su imagen es un intervalo,
por lo que contiene abiertos de R, de donde T es completo.

d) {exp(N): X >0}

Comprobamos las condiciones:

1. El espacio paramétrico es R™ C R.
2. El espacio muestral es X = R™*, que no depende de \.

3. Para la tercera condicién:
f(z) =Xe™ = exp [In (Ae )] = exp[In(N) — Az

Tomando:

tenemos la tercera condicién.

Sea (X7i,...,X,) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ~ exp(\) con A € RT, el Teorema visto en teoria para las familias de
distribuciones exponenciales nos dice que el estadistico:

i=1 =1
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es suficiente para \. Para ver que 1" es también completo, hemos de ver que
Im(@ contiene un abierto de R. Como @ : R* — R es una funcién continua, no
constante y definida en un intervalo, tenemos que su imagen es un intervalo,
por lo que contiene abiertos de R, de donde T es completo.

Ejercicio 2.3.8. Estudiar si las siguientes familias de distribuciones son exponen-
ciales biparamétricas. En caso afirmativo, considerando una muestra aleatoria simple
de una variable con distribucién en dicha familia, obtener, si existe, un estadistico
suficiente y completo.

a) {I'(p,a) : p,a > 0}
Comprobamos las condiciones:

1. El espacio paramétrico es Rt x R C R2.
2. El espacio muestral es RT, que no depende de p ni de a.

3. Para la tercera condicién:

foa () = FCE;) 2P le T = exp [m (Fcz; xp—le-az)]
= erp [m <a—p) +(p— 1)z - ax}

L'(p)
Tomando:
Ti(z) = Inx, Tr(z) = =z, S(x)=0
aP
Qi(pa)=(p—1), QaAp,a)=—a,  D(pa)=n (F(p))
Tenemos la tercera condicion.
Sea (X7i,...,X,) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas

a X ~» T'(p,a) con p,a € RT, el Teorema visto en teoria para las familias de
distribuciones exponenciales multiparamétricas nos dice que el estadistico:

T=T(Xy,...,X,) = <Z T1<XZ->,ZT2<XZ->> = (Z ln(Xn,ZXZ-)

es suficiente para (p, a). Para ver que T' es también completo, hemos de ver que
ImQ contiene un abierto de R?, donde Q : (R+)2 — R? con Q = (Q1,Q2).
Para ello:

ImQ = {(p— 1,—a): (p,a) € (R+)2} ={(z—1,y):xeRT yeR}
=]—1,+00[ x R”

Como claramente ]—1, 400 X R~ contiene un abierto de R?, tenemos que T
es completo.

Observemos que también podriamos haber tomado:

i=1 i=1
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b) {B(p,q) : p,q >0}
Comprobamos las condiciones:

1. El espacio paramétrico es Rt x R C R2.
2. El espacio muestral es [0, 1], que no depende de p ni de gq.

3. Para la tercera condicidn:

o = = e {m ( 5 (pl’ a1 @‘HH
~ exp {m (6(]91&)) +(p=1)lne+(g—1)In(l — @}

fwa) (z) =

Tomando:
Ti(z) =Inz, Ty(z) = In(1 — x), S(x)=0

Qp.g)=p-1, QAp.g)=q—1, D(p’Q):ln(ﬁ(;qo

Tenemos la tercera condicién.

Sea (X7i,...,X,) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ~ B(p,q) con p,q € RT, el Teorema visto en teoria para las familias de
distribuciones exponenciales multiparamétricas nos dice que el estadistico:

T=T(Xy,...,X,) = (Z Ti(X;), ZTQ(XZ-)> = (Z In(X;), Zln(l - Xi))

es suficiente para (p, q). Para ver que T' es también completo, hemos de ver que
ImQ contiene un abierto de R?, donde Q : (R+)2 — R? con Q = (Q1,Q2).
Para ello:

ImQ={(p—1,q—1):p,g e R} =]—1,4+00[ x | -1, +00]

Como claramente este conjunto contiene un abierto de R?, tenemos que 7' es
completo.
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2.4. Estimacién puntual. Insesgadez y minima va-
rianza

Ejercicio 2.4.1. Sea (X7,...,X,,) una muestra de una variable X ~» AN (u, 0?) con
1 € R, o € RT. Probar que

1 siX<0
T(Xl""’X”)_{ 0 siX>0

—uyn

[

es un estimador insesgado de la funcién paramétrica ® ( ), siendo ® la funcién

de distribucién de la N(0,1).

Tenemos T(X1, ..., Xn) = [—o0(X). Como X ~» N(u,0?), sabemos por lo visto
en el Tema 1 que entonces:
2
XN (u, U—)
n

de donde (escribiendo T'= T'(Xq, ..., X,)):

T = I_soy(X) ~ B(1, P[X < 0])

estamos ya en condiciones de ver que T es insesgado para dicha funcién:

—

g

donde en (*) usamos que conocemos bien la esperanza de una distribuciéon Bernoulli.

Ejercicio 2.4.2. Sea (X1,...,X,) una muestra aleatoria simple de X ~» B(1,p)

conpe|0,1[yseaT = > X,.
i=1
a) Probar que si k € Ny k < n, el estadistico
T—-1)-...-(T—k+1)
nn—1)-...-(n—k+1)

es un estimador insesgado de p*. ;Es este estimador el UMVUE?.
b) Probar que si k > n, no existe ningiin estimador insesgado para p*.

¢) (Puede afirmarse que (1 — %)2 es insesgado para p(1 — p)*?

Veamos cada apartado:

a) Sea k € N con k < n, definimos:
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Veamos que h(T) es insesgado para p*. En primer lugar, observemos que por
la reproductividad de la binomial 7" ~~ B(n, p):

E[T(T-1)-...-(T—k+1)] (n—k)

Blr(D)] = nn—1)-...-(n—k+1)  nl

E[T(T—1)-.. (T—k+1)]

Calculamos ahora la esperanza:

n

E[T(T—1)-...-(T—k+1)] =Y tt—1)-...- (t—k+1)P[T =1

t=0

:Zt(t—1)-...~(t—k‘—|—1)(7z)pt(1—p)nt
=§Zﬂv—n~~~u—k+1wj)ﬂ1—MWf
_Z t— k)l t(n t)up(l_p) -

—Z L (1—p)""

si desarrollamos ahora los primeros términos, observamos que:

- n!

E[T(T—1)-...- (T —k+1)] :t; = (n_t)'pt(l—p)n_t

— M e
donde podemos ver que podemos sacar factor comun de la sumatoria ciertos
términos:

E[T(T—1)-...-(T—k+1)] = g = k)”(!n — =)

- (Z!;ik | Zn:pt_k(l -G —(2)7(:)1 o

_£ZZu:(n;@ﬁ“ P

_ % nZkP[S — ] = (Z!_'];:)!P[O <S<n—kY (Z!_'IZ)!

para cierta variable aleatoria S ~» B(n — k,p), donde en (%) usamos que
P[0 < S <n—k]=1. Ahora, vemos que:
n! (n—k)!

ENT)] =
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por lo que h(T) es insesgado para p*. Veamos ahora que h(T) es un estimador.
Para ello, observamos primero que:

k—

—

T —

n n—l'“"n—k—i-l_,zon—j

T T-1 T — 1
WT) = = - T—k+1 _

L.

By

Para cada j € {0,...,k — 1}, observemos que T € {0,...,n}, por lo que
T—-—je{—j,....,n—j} conj <k <n,de donde deducimos que:

. k—1 .
T T
lel-11] = J[—Zel-1y
n—j on—J

Tenemos que ver finalmente que dicho producto es positivo, con lo que habre-
mos probado que h(T') es un estimador. Para ello, si el prodcuto no fuera posi-
tivo es por la existencia de j € {0,...,k— 1} de forma que T'— j < 0, es decir,
tenemos entonces que 7' € {0,...,j — 1} supuesto que T'=1€{0,...,j — 1},
tendremos entonces que:

le_. l—lT_. T—l k—1 T_.
i () (29

es decir, siempre que un término del producto sea negativo el producto entero
se anula, por lo que siempre el producto es positivo, de donde h(T') € [0, 1],
por lo que h(T) es un estimador.

Finalmente, como:

~

=0

y tenfamos que T era un estimador suficiente y completo (cuando vimos que
{B(1,p) : p € ]0,1]} era una familia exponencial), tenemos entonces que

E[h(T)/T] = h(T) es el UMVUE de p".

Sea ahora k > n, veamos que no puede existir ningun estimador insesgado para
p*. Para ello, por reduccién al absurdo, supongamos que h(T) es un estimador
insesgado para p*, con lo que:

= BT = S nOPr =i =S ne () - o

de donde: .
n
1= ht SR —p)"t Wpelo,l
;()(Jp (1-p) p€10,1]
en particular, tomando p — 0, como ¢t — k < 0 para todo t € {0,...,k},

tenemos que:

1=1m ) h(t) (n>pt_k(1 —p)" =00
p—0 t
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contradiccién, con lo que para k > n no puede existir un estimador insesga-
do para p¥. También podriamos haber justificado que son dos polinomios de
distinto grado, para llegar a contradiccién.

¢) Buscamos ahora comprobar si h(T) = L(1 - %)2 es insesgado para p(1 — p)°.

Resulta que esto no puede afirmarse para todos los valores de n y p. Como un
contraejemplo, para n = 3 resulta que tenemos:

=S50 ) (o 2 o) (oo

= %(1 - %)Zc)p(l —-p)’+ §<1 - %) 2)292(1 —p)
( (

— (=) (54 3p) =

donde en (%) hemos usado que la funcién ¢ +— %(1 — ;)2 evaluada en 0 y 3 es
igual a cero. Observamos que:

(1+p)
9

1+p
zp(l—p)2<=>—9 =1-p

E[NT)] = p(1 - p)

resultado que no es cierto para todo p € ]0, 1] (basta considerar p = 1/2), por
lo que dicho estimardor no es insesgado para p(1 — p)”.

Ejercicio 2.4.3. Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable
X ~ P(N\) con A € RT. Encontrar, si existe, el UMVUE para A\°, siendo s € N
arbitrario.

Veamos que T'(X1,...,X,) = >, X, es un estadistico suficiente y completo. Para
i=1
ello, recordemos que {P(A) : A > 0} es una familia exponencial:

1. El espacio paramétrico es RT C R.
2. El espacio muestral es X = NU {0}, que no depende de A.

3. Observamos que:
. PR A PR
P X =z]=e Pl In{e gl =exp(—A+zln\ —In(x!))

por lo que basta tomar:

Q) =1n A\, T(x)==x D(\) = =), S(z) = —In(z!)

En consecuencia, por un Teorema visto en teoria, tenemos que el estadistico:
n n
T(Xy,o Xa) = ) T(Xi) =) X,
i=1 i=1
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es suficiente y completo para A. Observemos que por la reproductividad de la Poisson
tenemos que (notando 7' =T'(X;,...,X,)):

T~ P <Z A) = P(n\
i=1
Ahora, para buscar el UMVUE, buscamos una funcién h medible de forma que:
A
N=EnD)]= Y w)PT=t= Y kit *M”—>
teNU{0} teNU{0}

por lo que:

e = 3 (T

teNU{0}

y si aplicamos el desarrollo en serie de la exponencial, obtenemos:

2\ Z (nt)'\) :>\S6n>\: Z h(t)(n)\)

teNu{0} teNU{0}

si desarrollamos cada uno de los términos:

observamos que tomando:

)\s+)\s+1n+

|
h(0)=...=h(s—1)=0 h(s):%
(s+ 1)! (s+k)!
h 1) = ... h k)= —~+
(s+1)= D (s+k)=""0
es decir:
0 siT < s
nMT) = T )
o T >
ns(T — s)! ! °

tenemos que h(T') es insesgado para A°. Es claro ademds que h(t) € R para cual-
quier valor de ¢, con lo que h(7T) es un estimador de A*. Finalmente, observemos
que:

E[(MD)]= > (h)*PIT=1]=" (#‘_S)v) " (ntA!)

tENU{O} t>s

(nA) t'
- nsen)\ Z t— S

COINo.

(n\) (¢t +1)!
(t+1—9)* _ N+ DUE=9))* _ nA(E+1) oo
(nA)'t! (A ((t+1 — s)!)? (t+1—s)°

((t—s))”
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por el Criterio del cociente, tenemos que:

(n\)'t!
Zm<o®:>E[(h( nSeMZ t—s

t>s

en consecuencia, tenemos que h(7T) es un estimador insesgado para A\* y de momento
de segundo orden finito y es funciéon de un estadistico suficiente y completo, con lo
que el Teorema de Lehmann-Scheffé nos dice que:

E[W(T)/T] = MT)
es un UMVUE para A\°.

Ejercicio 2.4.4. Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable
con distribucién uniforme discreta en los puntos {1,..., N}, siendo N un nimero
natural arbitrario. Encontrar el UMVUE para N.

En el Ejercicio 2.3.5 vimos que T'(X7, ..., X,) = X, era un estadistico suficiente y
completo. Si notamos T'= T'(Xy,...,X,), tenemos que:
Fr(t) = (Fx(1))" = P[T =1] = P[T' < t]-P[T' < t—1] = (Fx())" = (Fx(t - 1))"
como Fy(t) = & parat € {1,..., N}, tenemos:
n e (=
PIT =1 = (Fx(t))" — (Fy(t 1y = “= 1

Buscamos ahora una funcién A medible de forma que:

al N (= 1)

N =EMT)] =) h(t)P[T =1 = ht)

Si desarrollamos la suma para h(t) = 1, observamos un comportamiento telescépico:
N

1 1 : ) ) n
Wt:1(t (t—1)") = = (V=) (V=) = (N =2)" 442" = 141 0)
_Nn_
===

No hemos obteniedo lo que queriamos, puesto que queriamos que el resultado de la
suma fuera N™™!. Si tomamos sin embargo:

h(t) =
tenemos entonces que
1 & 1 <
EhTM)=-—Y h®)t"=(t—-1") = —y ¢t ¢ -1)"!
M) = g 2O = (= 1)) = g 30 = (=)
1
= (V= (N =) (N =) 2 =1 1 0)
Nn+1
p— :N
Nn

Por lo que el estadistico h(T') es insesgado para N. Nos falta comprobar si es un
estimador y si tiene momento de segundo orden finito:
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» No es estimador, puesto que ~(N) € N. Sin embargo, podemos realizar apro-
ximaciones y quedarnos con el natural mas proximo. Es decir, no va a haber
un UMVUE pero podemos quedarnos con este estadistico, que es aquello que
podemos conseguir mas préximo a un UMVUE.

= Para el momento de segundo orden, observamos que:
;N
E[(h(T))*] = ~n ()P = (t—1)") < oo
t=1
al ser una suma finita.

Ejercicio 2.4.5. Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X cuya funcion de densidad es de la forma

1
x) = :
@) =5 7
Calcular, si existe, el UMVUE para 6.

O<x<¥b

En primer lugar, buscamos un estadistico suficiente y completo:

ﬁ@n~alﬂnﬁ%—41%;? @f)II z; €10,0]

Si consideramos 0 < X (1) < X(,,) < 6, podemos escribir:

I OOX —0 'I—oo Xn—9 n 1
folm, .. ay) = 22F (X = 0) - oo 0((X ) )H\/—

()

Tomando:

(s, .. H \/m_z T(Xy,..., X0) = X
[}0,-&-00[()((1) - 0) ' []—oo,(][(t - 9)
(2v9)
por el Teorema de factorizacion de Neymann-Fisher tenemos que el estadistico X,

es suficiente para 6. Notando T' = X, para abreviar, calculamos la distribucién de
T:

9o(t) =

Fr(t) = (Fx(t))" = fr(t) = n(Fx(1)"" fo(t)

Calculamos la distribucion de X:

FX(t):/Otz%/@dx:T\l/@/ot%dx:\/g £ €]0,0]

Por lo que:

fr(t) = n(Ex(0)"" folt) = "( 8
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Sea ahora h una funcién medible de forma que:

0= E[WT)] = /Oeh(t)fT(t) dt = 2<—\7/"”§>n /00 h(t)(ﬁ)nQ dt V9 eR*

tenemos entonces que:
6 n—2
/ h(t) (x/%) dt=0 V0ecR"
0

Sea ahora H(t) una primitiva de h(t) (/) n_Q, tenemos entonces que:
H()— H(0)=0 Vo € RY
por lo que derivando respecto a 6:
h(e)(\/é)"_2 —0 VIeR* — R(@)=0 VOeR"
En conclusién, tenemos que:
R* C {t: h(t) =0}
por lo que:
1>PMT)=0>P[TeR =1 = Ph(T)=0=1

lo que demustra que T es un estadistico completo. Ahora, tratamos de buscar un
estimador insesgado para 6, que sera nuestro candidato a UMVUE. Buscamos una
funcién medible h de forma que:

0 — B[h(T)] = ﬁ /0 ’ n(o) (Vi)™ ar

Observemos que:

/0 (*@n at = n—2{—2 [(VE)W} B ni2<\/§>n+2 B ni2<\/5>n0

Por lo que si tomamos:

tenemos que:

:LQH/Q (ve)" dt:LQni<\/§)"9:9 0 € R
0 2
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Por lo que h(T) es insesgado para 6. Ahora, si t € RT, tendremos entonces que:

2
M) ="T2 i >teRY —  h(t) eRY
n

por lo que h(T) es ademds un estimador. Si calculamos ahora:

B [(h(r)] = ﬁ [ ooz a

Tenemos la integral en un compacto de una funcién continua, por lo que sabemos
que E[(h(T))?] < oo. En conclusién, tenemos por el Teorema de Lehmann-Scheffé
que: E[M(T)/T] = h(T') es el UMVUE.

Ejercicio 2.4.6. Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X con funcién de densidad

0
fg({L‘):ﬁ, x>6>0

Calcular, si existen, los UMVUE para 6 y para 1/o.

Calculamos en primer lugar un estadistico suficiente y completo para 6:

. T Y0 Lo oo (X —0) 71
folwreo ) = T o) = [T =200 = = 0" oKy - O [] 5
i=1 i=1 v i=1
Tomando:
1
h<x17 H ? T(X17 s 7XTL) = X(l)
=1
(t>:‘9 0+00(t_9>

Podemos aplicar el Teorema de factorizacion de Neymann-Fisher, obteniendo que T’
es suficiente para 6. Notando 1" = X(;) para abreviar, calculamos la distribucién de
T

Fr(t)=1—(1-Fx(®)" = fr(t) =n(l - Fx())"" fo(t)

Si calculamos:

tq ~11* 1 1 —
/—dx—@/—Qd.x:Q[—] :9<—+—>=u t>4
€T T |, t 0 t

Tenemos que:

a1 50)

t

Sea h una funcién medible de forma que:

0= Eh(T)] Z/;Oo h(t)fr(t) dt = lim nh(t)-n- " voeRrt

n—oo "]
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Sea H(t) una primitiva de (*), tenemos entonces que:
0= lim H(n)— H(0) Vo e RT
n—oo

con lo que derivando respecto 6:

HTL

0=h(0)-n- s =h(0)-5 = h(#)=0 VocR'

|3

Por lo que:
R* C {t: h(t) =0}

de donde:
1>Ph(T)=0>PTeR]=1 = P[T)=0=1

Luego tenemos que T' es completo. Si calculamos la esperanza de T"

0 o 0 g 00 [ 1]
E[T]:/ tom- ldt:/ n—dtzn&”/ —gt=—" { 1}
0 tn+ 0 tn 0 tn n—11t 0

ng" nb

(n—1)01 n-—1

Por lo que tomando:

tenemos que:

Es decir, h(T') es un estadistico insesgado para 6. Veamos que es estimador y que
tiene momento de segundo orden:

» Sit € R, tenemos entonces que h(t) € R{ para n > 1, por lo que h(T) es
estimador.

» Calculamos para n > 2:

Aoy = [ oor = (1) [T

n

. 2 +00 . 2 “+o00
- n—1 / 1 df — non n—1 1
n g 1 n (—n+2)tn2],
n—1\2 1 n—1\* n
= nh" — 92
! ( n )(n—2>9n2 ( n )<n—2> =

Por lo que h(T) = ”T_l -t es UMVUE para 6. Si buscamos ahora un UMVUE para

1/p, observamos que tomando h(t) = “L . 1 tenemos que:
n t

E[h(T)]_/+OOh(t) no" dt = ( +1)9”/+OO ! dt = (n+1)6" _ +oo
/), 1 G = , 2 T n “(n+ D,

o 1

Tgntl g

por lo que h(T) es insesgado para T'. Observamos ademads que:
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» Sit e R", entonces h(t) € RY, por lo que h(T') es un estimador.

s Calculamos si n + 3 > 1:

B = [ i)y de = [

_0"(n+ 1) [_( 1 fm (n+1)°

n+ 22|, n(n+2)0?

n

Aplicando el Teorema de Lehmann-Scheffé, tenemos que E[h(T)/T] = h(T) es UM-
VUE para 1/e.

Ejercicio 2.4.7. Sea X ~» P, siendo P una distribucién con funcién de densidad
fo(x) =€ 2>6

Dada una muestra aleatoria simple de tamano arbitrario, encontrar los UMVUE de
0y de é’.

Calculamos en primer lugar un estadistico suficiente y completo para 6:

iid. - - —z; n - —z;
fo(z1,. .., 20) = er(%‘) = Hee “To oo (X (1) —0) = Tjo oo (X 1y —0)€™ He '
i1 i1

i=1

Tomando:
Wy, a)=]]e™  T(Xi...,X,)=Xq
i=1

9o(t) = Ijo oo (t — 0) - €™

Tenemos por el Teorema de factorizacion de Neymann-Fisher que T'= Xy es sufi-
ciente para 6. Calculamos la distribucién de T

Fr(t)=1-(1—=Fx@®)" = fo(t) =n(l = Fx(t))"" fo(t)

Si calculamos:
t t
Fx(t) = / e’ do = 60/ e vdr=e[—e =€ (e —e)=1-€"" t>0
0 0
Tenemos entonces que:

Jr(t) = n(eeft)nfleoft — n(eaft)n

Sea h una funcién medible de forma que:
+o0 n +o0
0= FEh(T)] = / h(t)n(e’ )" dt = ne”e/ h(t)e ™ dt Vo € R
0 0

Tenemos entonces que:
n

0= 1lim [ h(t)e™dt VOER

n—o0 0
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Sea H(t) una primiriva de h(t)e™™, tenemos que:

0= lim H(n)—H(#) VOeR

n—00

derivando respecto 6 obtenemos:
0=—h(@)e™ = h@B)=0 VICR

Por lo que:
R C{t:h(t)=0}

de donde deducimos que T es completo:
1> Ph(t)=0]>2P[TeR =1 = P[h(t)=0]=1

Buscamos ahora un estadistico insesgado para 6, es decir, buscamos una funcion h
medible de forma que:

6 = E[h(T)] = /9 m h(t)n(e?4)" dt = ne™ /9 m h(t)e ™ dt

Sea H(t) una primitiva de h(t)e ™, tenemos entonces que:

0 = ne (lim H(n) — H(@)) — 7= (lim H(n) — H(@))

nen@

n—oo n—o0
y si derivamos a ambos lados:
e—nG 0 ) 1
—fe ™ =—h(@)e ™ = hl)=0-—
n n
Por lo que si tomamos:
1
hNT)=T— —
(My=T-

Tenemos que E[T] = 6, con lo que h(T) es insesgado para 6. Ademas, se trata de
un estimador (puesto que el espacio paramétrico es R). Finalmente, vemos que:

5 +oo 5 n Hoo 1 2t
BT = [ (o) dr=ne [ (¢ - 2 o
0 0
calculamos la integral a parte:

+oo 1 2t u:(t_l/)2 du = 2t — 2/
2 - = —nt — n n
/9\ (t + 2 n) (& dt { dv = e—nt v = 76_m/n }

n

1 [ree
+ = / (2t —2/n)e™™ dt
0

n

tenemos que:

< 0

[—(t - 1/n>ze"t] ”
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y volvemos a calcular a parte:

+eo =2 —2/p -
/ (2t — 2/n)67m dt = U 2 nt/ dU_ ﬂ?fnt
0 v= /n

dv=-e"
— (2t — 2/, —nt too ) +o00
:[ ( /)6 :| +_/ e—ntdt
n 0 n 9
tenemos que:

—(2t —2fn)e ]

[< He} o
n 9

y también que:

2 [T 2 [—e ] "™
—/ e Mdt=1= [ } < 00
n Jy n noJ,

En definitiva, E[(h(T))?] < oo, por lo que aplicando el Teorema de Lehmann-Scheffé,
obtenemos que E[h(T)/T) = h(T) es UMVUE.

0

Si buscamos ahora un estadistico insesgado para e”, sea h una funciéon medible de

forma que:
+oo n +o0
¢ — E[h(T)] = / BB (" dt = ne / h(t)e ™ dt
4 6

Sea H(t) una primitiva de h(t)e ™ tenemos entonces que:

0(1—n)
0 _ . no (s _ € o _
e’ =ne (nh_{g() H(n) H(H)) = = nh_)rglo H(n)— H(6)
y si derivamos a ambos lados:
(1 —n)eft-m) n—1,

” = —h(f)e ™ = h(t) = -

(&

Obtenemos que claramente h(7T) es estimador, asi como que:

—+o00 o 2 . 2 +o0
E(((1))) = | (”1)ﬁmwmﬁzc ﬁnw/ (2t gy
0 n n 0

1 2—n)0

- [6(2_””}00 = e < 00 sin > 2
2—n o n—2

Por lo que aplicando el Teorema de Lehmann-Scheffé, obtenemos que E[h(T)/T] =
h(T) es UMVUE para ¢’.
Ejercicios de estimadores eficientes

Ejercicio 2.4.8. Sea X la variable que describe el nimero de fracasos antes del
primer éxito en una sucesién de pruebas de Bernoulli con probabilidad de éxito
0 €10,1[, y sea (X1,...,X,) una muestra aleatoria simple de X.
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a) Probar que la familia de distribuciones de X es regular y calcular la funcién
de informacién asociada a la muestra.

Segun el enunciado, “X modela el nimero de fracasos antes del primer éxito
en una sucesién de pruebas de Bernoulli con probabilidad de éxito 6 € ]0,1]”,
por lo que X sigue una distribuciéon geométrica con probabilidad de éxito 6,
X ~ G(0), 0 €]0,1]. Para ver que la familia de distribuciones de X es regular:

i) El espacio paramétrico es © = |0, 1[, un intervalo abierto de R.
i1) El espacio muestral es X = NU {0}, que no depende de .
i1i) Para comprobar la tercera condicién, recordamos que la funcién masa de
probabilidad viene dada por:
PX =xz]=(1-0)"0

que es derivable respecto #. Calculamos la derivada del logaritmo de la
funcién masa de probabilidad:

InP[X =z]=In((1-0)0) =zIn(1 —0) +1nb

OmPX =2 —x +1 1—60—26
06 S 1-0 6 6(1—6)

Y si calculamos su esperanza:

E[1—9—Xe] _1-0-0B[X] n1-0—(1-0)

(1 —0) (1 — 0) oi—gy

donde en (*) usamos que E[X]| = 152, En definitiva, se cumple también
la tercera condicién de las familias exponenciales.

Calculamos ahora la funcién de informacion asociada a la muestra:

1—-60—- X0 62
Ix(0) = Var ( 30— 0) ) = P Q)QVar(X)
x 1-0 1

(1—0)%: 6210

donde en (x) hemos usado que Var(X) = 152,

b) Especificar la clase de funciones paramétricas que admiten estimadores eficien-
tes y los correspondientes estimadores.

Una vez que sabemos que la familia es exponencial y que 0 < Ix(f) < oo, lo
que hacemos es buscar las funciones a(f) y ¢g(f) que se usan en el enunciado
del Teorema de caracterizacion de los estimadores eficientes. Para ello:

O Py[X1 =21,..., X =12, ~ Ol Py[X = x;] " (1—-6—x60
56 2 =2\ 5me

i=1 i=1

n(l—0)—0az Y a0
i=1 =1
0(1—0) B 6—1
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Por lo que tomando:
T(Xi,.... X)) =) Xi;  g0)=————
Tenemos que a(f) #0 VO €10, 1], que g es derivable, con:

J(0) = ;—f £0 Ve, 1]

Ademas, observamos que:

—n n

02(0—1) 62(1—0)

a(0)g' (0) = =nlx(0) = Iix,

Asi como que T es un estimador, pues:
7(]0,1[) = ]0,n[ = ¢(]0,1])

Finalmente, por un Corolario visto en teoria sabemos que las tinicas funciones
paramétricas que admiten estimadores eficientes son de la forma:
n(l —0)

7 + b, a,beR, a#0

a

y que sus estimadores eficientes son de la forma:
n
a-y X;+b
i=1

c¢) Calcular la varianza de cada estimador eficiente y comprobar que coincide con
las correspondiente cota de Fréchet-Cramér-Rao.

n
Si calculamos ahora la varianza de T'=a- > X; y la cota de Fréchet-Cramér-
i=1

Rao:
- indep. & " /1—0
Var(T) = Var (a : ZXZ‘ + b) &P 2 Z Var(X;) = a® Z (_92 )
=1 =1 i=1
a’n(l —6)
(ag0)? _ (3)° _a*n(1-0)
'[(Xl ~~~~~ Xn) (0) 92(?_9) 62

d) Calcular, si existen, los UMVUE para Fy[X = 0] y para Ey[X] y decir si son
eficientes.

Ejercicio 2.4.9. Sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X con distribuciéon exponencial.
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a) Probar que la familia de distribuciones de X es regular.

Supuesto que X ~- exp(A) con A € RT, la funcién de densidad de X viene
dada por:
fa(z) = Xe x>0

Y se cumple:

1 1
E[X]:X’ Var(X)zﬁ

Comprobamos cada una de las propiedades:
i) El espacio paramétrico es © = R, intervalo abierto de R.

ii) El espacio muestral es Ry, que no depende de ).

i1i) Para la tercera, observamos que f) es derivable respecto A, con:

Omfi(X) 1

InfA(X) =In(Ae™) =In\ — AX D) :

Y si calculamos:

E{M}:EF—X]ZE—EP{]:

O\ by ) =0

1 1
A

b) Encontrar la clase de funciones paramétricas que admiten estimador eficiente
y el estimador correspondiente. Calcular la varianza de estos estimadores.

Calculamos primero la funcién de informacién de Fisher:

Ix(\) =Var (%ﬁ\(m) = Var (% —X> =Var(X) = %

que como vemos verifica 0 < Ix(\) < oo. Buscamos ahora las funciones a y ¢:

Ol fR(z1,...,2,)  ~=0lfilz) <= (1 N~ a n
o —ZT—Z<X_$")_X_;””i__<;xi_i)

i=1 i=1

Por lo que tomando:
T(Xl,...,Xn):zn:Xi, g\ = — a(A) =—1
i=1
Tenemos que a(A\) #0 VA € R, que g es derivable con:
g’()\):;\—?%() VA € R*

y que T es un estimador, pues T(R*) = Rt = g(R"). Finalmente, falta
comprobar que:

Por lo que podemos deducir ya por el Teorema de caracterizacion de los esti-
madores eficientes que T es un estimador eficiente. Més atin, por un Corolario
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del mismo, tenemos que las unicas funciones paramétricas de dicha familia que
admiten estimadores eficientes son de la forma:

a-g—l—b, a,beR a#0

y que dichos estimadores son a - T'+ b. Nos disponemos a calcular la varianza
de estos estimadores:

Var (a-T +b) = a*Var (ZXl> = aQZVar(X) = agz (ﬁ) = n)\%
i—1 i1 i—1

Veamos que coincide con la cota de Fréchet-Cramér-Rao, para comprobar nues-
tro trabajo calculando la familia de estimadores eficientes:
2
ag'(\))? == na?
(g<)) :(Az) — 2:V(IT’(CL'T+b)
Iixy,x)(N) ¥ A

>

c) Basdndose en el apartado anterior, encontrar el UMVUE para la media de X.

Como ya sabemos que 7' = Z X; es un estimador eficiente para g(\), tenemos

automaticamente que T es Suﬁ<31ente Para ver que T es completo, sea () una
primitiva de a, podemos tomar Q(\) = —)\, tenemos que claramente Q(R™)
contiene un abierto de R, por lo que T" es completo.

Como en el apartado anterior vimos que T es eficiente para g(\) = ¥, tenemos

. - A .
entonces que = es eficiente para §(\) = 9 — L Como la correspondencia
' . T . ) n A
t — - es biunivoca, - también serd suficiente y completo (para ver que es
completo no hace falta que la corresponencia sea univoca). Por un Corolario
del Teorema de caracterizacién de estimadores eficientes tenemos que T es

UMVUE para 1 = E[X].

d) Dar la cota de Fréchet-Cramér-Rao para la varianza de estimadores insesgados
y regulares de \3. ;Es alcanzable dicha cota?

Si tomamos g(A\) = A3, la cota de Fréchet-Cramér-Rao tiene la forma:

(TN _ BN _ 9\
Iixx(A) 5 n

y como g(A) no es de la forma a - § +b, para ciertos a,b € R, sabemos que esta
cota no es alcanzable.

Ejercicio 2.4.10. Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad de la forma

folx) =027 0<w<1

a) Sabiendo que Ey[ln X| = —5 y Varg[ln X] = 45, comprobar que esta familia
de distribuciones es regular

Veamos las propiedades, suponiendo que 6 > 0.
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i) El espacio paramétrico es © = R, intervalo abierto de R.
i1) El espacio muestral es X = ]0, 1], que no depende de 6.

i11) La funcién de densidad es derivable respecto 6, calculamos la derivada
del logaritmo de la funcion de densidad:

I f5(X) = n(0X*) = o+ (0—1)m X —> %Z(X)zéﬂnX
Con lo que:
o fo(X)] 1 B 11
E[ | =Bl +mX| =2+ ElmX] =5 -7 =0

b) Basdndose en una muestra aleatoria simple de X, dar la clase de funciones
paramétricas con estimador eficiente, los estimadores y su varianza.

Sea (X, ..., X,) una muestra aleatoria simple de X, en primer lugar calcula-
mos la funcién de informacién de Fisher:

Ix(0) = Var (%2()()) = Var (% —|—1nX> =Var(InX) = 0—12

y observamos que 0 < Iy () < co. Ahora, buscamos las funciones g y a:

Oln f§(xy, ..., xp) "L 01In fo(w;) " /1 N —
= N0 S 4lng ) = — In 7
90 Z o0 Z g Tz 9—'—; 0T

i=1 i=1

Tomando:

T(Xy,...,X,) = ilnXi, g(0) = — a(f) =1

tenemos que a(f) # 0 para todo # € R™, que g es derivable con:

’ n
J0)=5#0 VOER'

ademas de que T es un estimador, puesto que:
7((]0,1))") € ]—o00,0[ = g(RT)

Comprobemos que:

Por lo que T' es un estimador eficiente para g(¢) = —*, luego las tinicas fun-
ciones paramétricas que admiten estimadores eficientes son las de la forma:

a-%n—l—b, a,beR, a#0
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cuyos estimadores eficientes son:
a-T+b

Calculemos sus varianzas y veamos que coinciden con la cota de Fréchet-
Cramér-Rao:

= indep. = u 1
Var(a-T +b) = a*Var (Z In Xi> dep 42 Z Var(ln X;) = a® Z 5 = an
i=1

=1 =1
(ag'(9)* _ (§) _a*n
](Xla---7Xn)<0) 9% 62
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2.5. Estimacién de maxima verosimilitud y otros
métodos

Ejercicio 2.5.1. Sea X ~» Py con # € R siendo Py una distribucién con funcién de
densidad
fo(z) = €ef~2, x>0

Dada una muestra aleatoria simple de tamano n, encontrar los estimadores maximo
verosimiles de 0 y de e?. Basdndose en los resultados del Ejercicio 2.4.7, decir si estos
estimadores son insesgados.

Sea (Xi,...,X,) una m.a.s. de X ~» Py, tenemos que:

" i nf i T

iid. _ . i
fo(xy, ... xy) = Hfg(xi):Hee T=e i1 Va; >0

i=1 i=1

Por lo que si consideramos x(;y = min {z;}:
1€{1,...,n}
nefi z; .
Lxl,...,zn (9) = fg(%, cee >$n) = 2 =t si 0 < (1)
0 en otro caso

Observamos que L, . (f) es una funcién creciente en }—oo, x(l)}, por lo que al-
canza su maximo en x(;). Como el espacio paramétrico es © = R, tenemos que
T(Xy,...,X,) = X(1) es un estimador de 6, con lo que es el EMV, al maximizar la
funcién de verosimilitud. Ademas, el Teorema de Zehna nos dice que:

Por lo que eX® es EMV para e’.

Buscamos ahora razonar si los estimadores obtenidos son o no insesgados, a partir de
los resultados del Ejercicio 2.4.7. Si suponemos que los EMVs que hemos obtenido
son insesgados, vimos anteriormente en dicho ejercicio que el minimo era suficiente
y completo, por lo que tendriamos una funcién del suficiente y completo que es
insesgada. Si comprobamos que también tiene momento de segundo orden finito y
que es estimador (hagase), tendriamos que es un UMV UE distinto al anterior, pero
la unicidad del UMVUE nos dice que estos han de ser iguales, contradiccion que
viene de suponer que los EMVs son insesgados.

Ejercicio 2.5.2. Sea (Xj,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X con distribucién exponencial. Basdndose en los resultados del Ejerci-
cio 2.4.9, encontrar los estimadores maximo verosimiles de la media y de la varianza

de X.

Sea X ~» exp(A) con A € R, nos piden encontrar EMVs para:

1 1
E[X]:X, VGT(X):E
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En el Ejercicio 2.4.9 obtuvimos que las unicas funciones paramétricas de dicha fa-
milia de distribuciones que admiten estimadores eficientes son las de la forma:

a-;+b a,beR, a#0

y sus estimadores eficientes son:

a~iXi—|—b
i=1

n

2. Xi
Tomando a = %, b = 0, obtenemos que el estimador T" = *=-— es eficiente para
E[X] = 1/, por lo que un Teorema visto en teorfa nos asegura que T es el tinico

EMV que podemos considerar para 1/x. Para 1/32 podemos aplicar el Teorema de
Zehna, obteniendo:

que es estimador, luego es EMV.

Ejercicio 2.5.3. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad de la forma
fo(z) = 02771, 0<zr<l1

a) Calcular un estimador méximo verosimil para 6.

Maximizamos la funcién de verosimilitud de 6:
Lay,an(0) = fo' (21, 20) = H folx:) = H gx?_l =0" H‘T?_l
i=1 i=1

Si aplicamos logaritmo no cambia la abscisa a maximizar:

In Lxl,...,xn(e) =nlnd + (9 — ]_) Z In Z;

=1

hayamos los puntos criticos:

6 0 = 0 R Y
=1 Z lnxi
k=1
Por lo que tomando:
é<X17"‘7XTL) = n_n
ZIHXZ
i=1

tenemos que 6 es un estimador de 6, luego es EMV para 6.
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b) Deducir dicho estimador a partir de los resultados del Ejercicio 2.4.10.

En el Ejercicio 2.4.10 vimos que las tnicas funciones paramétricas que admiten
un estimador eficiente son las de la forma:

a~7n+b a,beR, a#0

y sus estimadores eficientes son:

a-zn:lnXi—I—b
i=1

Tomando a = _71, b = 0, tenemos que el estimador:

es eficiente para %, por lo que T es el EMV de 6. Si aplicamos el Teorema de
Zehna, tenemos que:

Observamos que obtenemos el mismo resultado que en el primer apartado.

Ejercicio 2.5.4. Sea (X3, ..., X)) una muestra de una variable X ~» B(kq,p) para
cierto ko € Ny p € ]0,1[. Estimar, por méaxima verosimilitud y por el método de los
momentos, el parametro p y la varianza de X.

Aplicacion: Se lanza 10 veces un dado cargado y se cuenta el niimero de veces que sale
un 4. Este experimento se realiza 100 veces de forma independiente, obteniéndose
los siguientes resultados:

n®de4 |0 1 2 3
frecuencia ‘ 8 15 1 0

Estimar, a partir de estos datos, la probabilidad de salir un cuatro.

Por maxima verosimilitud. Tenemos:

iid. = k T 0—;
PIXi=a1,..., Xy =12,] 2 HP[X:a:i] :H( O)p (1 —p)lo

70 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Inferencia Estadistica  2.5. Estimacién de maxima verosimilitud y otros métodos

Por lo que:
n n n k
InL,  ..(p)= lnp;% +In(1—p) (nk:o — Z;[L’Z> + ;ln (7”?)
Luego

n

=1 i=

OlnLy,  ..(p) 1 Z 1
i —

op p 1—p

( n > (1—p)Zwi—pnko+p§:$i

i=1 p(1—p)

> x; — pnko >
i=1 ;
p(1—p) nko

n

Como Y z; < nky, tenemos entonces que p € [0, 1], por lo que esta férmula
i=1

nos dara una estimador, con lo que el EMV es:

R 1—
D — —— X, =—X
nk(); ko

Para Var(X) = kop(1 — p), si aplicamos el Teorema de Zehna tenemos que:

—

Var(X) = kop(1 — p) = kep(1—p) = %ZX (1 ~ ZX) (1 - kiX

0

Por el método de los momentos. Por el método de los momentos:
kop=E[X]=X =1y X,
i=1

fupl1 ) = Var() =& (£ x7 - %)

k=1

Del primero de ducimos que:

Y del segundo que:
— 1 [ 2
Var(X) = — X2 - X
-1 (3 -7)
k=1
Para estimar a partir de los datos mencionados la probabilidad de salir un cuatro,
lo que hacemos primero es considerar:

Y = “Nuamero de veces que sale un 4 en 10 tiradas del dado” ~~ B(10,p)

donde estimaremos el valor de p mediante la estimacién obtenida:

n n

1 1 1 1542 17
P ke ;‘r nko ; 7= Jogp 0 BTS2 1300 = a5 = o0

Por lo que la probabilidad de obtener un 4 es = 0,017.

1000
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Ejercicio 2.5.5. Se lanza un dado hasta que salga un 4 y se anota el nimero de
lanzamientos necesarios; este experimento se efectia veinte veces de forma indepen-
diente. A partir de los resultados obtenidos, estimar la probabilidad de sacar un 4
por maxima verosimilitud.

Sea
X = “numero de lanzamientos antes del lanzamiento en el que sale 4”

tenemos que si p es la probabilidad de que salga un 4, entonces X sigue una distri-
bucién geométrica de parametro p: X ~» G(p). Como se realiza el experimento 20
veces de forma independientes, disponemos de una muestra x4, ..., x,, donde n = 20.
Estimamos p por méaxima verosimilitud:

n n

indep. T n
..... xn(p):Pp[Xlzl‘l)--'aXn:xn] =P HPP[X:xZ]:H(l_p) p=0pr (1_p)

i=1 i=1
de donde al aplicar logaritmos:
InLy ..(p)=n-lnp+In(l—p) Z x;
i=1

si derivamos:

T n—np-— Z; n— Ti+n
OlnLy  a.(p) n z:zl P=r (i:l ) b (;1 )

dp p 1-p p(1—p) p(L—p)
Obtenemos que:
OlnL,, .
n = o) _ gy = _n
P dYxi+n
i=1
Como siempre tenemos que:
n

D € [0,1]

dYxi+n

i=1
Tenemos entonces que el EMV es:

n 20

S Xitn S X, 420
i=1 ;

=1

o bien:
1

14+ X
Ejercicio 2.5.6. En 20 dias muy frios, una granjera pudo arrancar su tractor en
el primer, tercer, quinto, primer, segundo, primer, tercer, séptimo, segundo, cuar-

to, cuarto, octavo, primer, tercer, sexto, quinto, segundo, primer, sexto y segundo
intento. Suponiendo que la probabilidad de arrancar en cada intento es constante,

p=
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y que las observaciones se han obtenido de forma independiente, dar la estimaciéon
mas verosimil de la probabilidad de que el tractor arranque en el segundo intento.

Si reunimos en una tabla la informacion del enunciado:

Primer Segundo Tercero Cuarto Quinto Sexto Séptimo Octavo
5) 4 3 2 2 2 1 1

Tabla 2.1: Veces que arranco en cada intento.

Si consideramos:
X = “Numero de intentos fallidos de arrancar el tractor”

tenemos que X ~» G(p), donde p es la probabilidad de arrancar el tractor en un
intento. tenemos a nuestra disposicion de una muestra de X zi,...,z, de tamano
n = 20. Si observamos la similitud con el Ejercicio 2.5.5, estamos bajo las mismas
hipdtesis, por lo que al calcular el EMV para p obtendremos:

R n 20
p: TL = 20
Y Xitn S X420
=1

=1

Sin embargo, queremos calcularlo para la probabilidad de que el tractor arranque en
el segundo intento, es decir, para tener exactamente un intento fallido de arranzar
el tractor:

Pp[le] =1 -pp

Si amplicamos el Teorema de Zehna, podemos obtener el EMV de P,[X = 1] a partir
de p:

—_— —_— AN A 20 20
PX=1=(0-pp=0-p)p= =% 20
X +20 ] > X, +20

i=1 =1

Si sustituimos ahora en los valores de la muestra, observamos que:

in:O-5+1-4+2-3+3-2+4-2+5-2+6-1+7-1:47

=1

Por lo que la estimacion maximo verosimil de la probabilida de que el tractor arran-
que en el segundo intento es igual a:

20 20 20 20 940

=% 2 :<1_47+20) AT+20 4489
S Xi+20 ] 3 X +20

i=1 i=1

~ 0,2094
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Ejercicio 2.5.7. Una variable aleatoria discreta toma los valores 0, 1 y 2 con las
siguientes probabilidades

BX=0=p" PB[X=1=2p(1-p), PlX=2=(1-p’

siendo p un parametro desconocido. En una muestra aleatoria simple de tamano
100, se ha presentado 22 veces el 0, 53 veces el 1 y 25 veces el 2. Calcular la funcién
de verosimilitud asociada a dicha muestra y dar la estimacién maés verosimil de p.

Los datos obtenidos son:

Dato [ 0 1 2
Veces ‘ 22 53 25

Sea X una variable aleatoria cuya funcién masa de probabilidad nos viene dada,
tenemos una muestra xzy,...,x, de tamano n = 100. La funcién de verosimilitud
asociada a la muestra es:

Lxl,...,xn(p) - Pp[X]_ - 271, o e 7X’I’L — xn] lg HPP[X = ‘CE’L]

= ﬁpp[X — O]ﬁpp[x =1 ][ plx =2]

=1
25

22 53
=117’ [[2r0-p) J] (2 - )
i=1 =1 i=1
— p44 . 253p53(1 . p>53 . (1 . p)50 — 253p97(1 . p)103
Si aplicamos logaritos:

InLy .. (p)=>53In2+97Inp+ 1031In(1 — p)

y derivamos:

OlnLy, . ..(p) 97 103 97(1 —p) —103p 97 —200p — e 97
Op p 1-p p(1—p) p(l—p) 200
Por lo que la estimacion por maxima verosimilitud es % = 0,485.

Este ejercicio se podria haber resuelto también usando la multinomial.

Ejercicio 2.5.8. En el muestreo de una variable aleatoria con distribucién N (u, 1),
1 € R, se observa que no se obtiene un valor menor que —1 hasta la quinta obser-
vacién. Dar una estimacién maximo verosimil de pu.

Sea Y ~» N (u, 1), si tomamos:
X = “ntmero de observaciones hasta obtener una menor que -1 (incluida)”

tenemos que:
PlX=2]=(1-p)""p
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donde p = P[Y < —1]. Tenemos una muestra de tamano 1 (z = 5) de X, con lo que
la funcién de verosimilitud es:

Ls(p) = Bp[X =5] = (1 —p)" 'p=p(1 - p)’
aplicando logaritmos:
InLs(p) =4In(1l —p) +Inp
de donde:

oln L 41 —dp+1-— 1-5 1
nLs(p) L1 Aptl-p P pe b
op l—p p p(1—p) p(1—p) 5

Si notamos por @ la funcién de distribucién de una N (0, 1), tenemos que:
p=PY <-1]=PlZ<—-1—pul=0(-1—p)=1—-0(1+ p)
de donde (usando que ® es biyectiva):
p=2"(1-p)—1
por lo que si aplicamos el Teorema de Invarianza de Zehna:

1
p=01—-p)—1=20"" (1—5)—1:<p—1(0,8)—1

Y si miramos en la tabla de la normal A/(0, 1) la abscisa en la que se da la proba-
bilidad 0,8, obtenemos que se alcanza en la abscisa 0,85, por lo que:

fi=®108)-1=08—1=-0,15
es la estimacion maximo verosimil de p.

Ejercicio 2.5.9. En la produccién de filamentos eléctricos la medida de interés,
X, es el tiempo de vida de cada filamento, que tiene una distribucion exponencial
de pardametro 6. Se eligen n de tales filamentos de forma aleatoria e independiente,
pero, por razones de economia, no conviene esperar a que todos se quemen y la
observacion acaba en el tiempo T'. Dar el estimador maximo verosimil para la media
de X a partir del nimero de filamentos quemados durante el tiempo de observacion.

Sea X ~ exp(d), si consideramos:

Y =“nimero de filamentos con tiempo de vida menor que

T en una muestra de tamamno n”

tenemos que Y ~» B(n,p) donde p es la probabilidad de que el tiempo de vida de un
filamento sea menor que T, p = P[X < T. Disponemos de una muestra de tamano
1 de Y, y. Tratamos de calcular el EMV de p:
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si aplicamos logaritmo:

InL,(p) =In (Z) +ylnp+ (n—y)In(1 —p)

y ahora derivamos:

O0ln Ly(p) _ Yy n-y_y—yp—mnptyp _y—mnp —0e=p=

p p 1l-p p(1—p) p(1—p)

y
n

tenemos que el EMV de p es:
.Y
p=—
n
Si observamos la definicién de p:

p=PX<T|=Fx(T)=1-e¢" =" =1-p= —0T =In(1 —p)

de donde:
g~ In(1 —p)
B T
Sin embargo, lo que nos interesa es calcuar el EMV de F[X] = %, por lo que:
=T

1
ElxI=3 In(1 — p)

Si aplicamos ahora el Teorema de Zehna obtenemos finalmente el EMV de E[X]:

57X i —r T T
0 In(l-p) In(l—-p) In(1-Y)
Ejercicio 2.5.10. Sean Xi,..., X, observaciones independientes de una variable

X ~ {I'(p,a) : p,a > 0}. Estimar ambos parametros mediante el método de los
momentos.

Aplicacion: Ciertos neumaticos radiales tuvieron vidas utiles de 35200, 41000, 44700,
38600 y 41500 kilémetros. Suponiendo que estos datos son observaciones indepen-
dientes de una variable con distribucién exponencial de parametro ¢, dar una esti-
macion de dicho parametro por el método de los momentos.

Planteamos el sistema a resolver, sabiendo que si X ~» ['(p, a), entonces:

p p
E = — = —
X=2  va)=12
por lo que:

{ rla=E[X]=X -,
p/a2 = VCLT’(X) = A2 — (X)

de la primera ecuacién tenemos que:

p=aX
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y si sustituimos en la segunda:
X

Sustituyendo ahora a en la primera:
G
= 2
Az = (X)

Por lo que las estimaciones a considerar son:
. X .
Q= ——7F p =
— 27
A, — (X)

Sea X ~ exp(0), por el método de los momentos tenemos que:

1_

E[X]:X:w):%

Por tanto, para estimar 6 lo primero que hacemos es calcular la media de los valores:

35200 + 41000 + 44;00 + 38600 + 41500 — 40200

y la estimacion seré:
~ 1 1

=== ——~2483-107°

T 40200 488 - 10
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