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1. Ejercicios de clase

Esta sección tiene el propósito de recoger todos los ejercicios propuestos en clase por
parte de la profesora y que fueron resueltos por los alumnos en pizarra.

1.1. Estad́ısticos muestrales

Ejercicio 1.1.1. Obtener la función masa de probabilidad conjunta de una m.a.s.
de X ⇝ B(k0, p) y la función de densidad de una m.a.s. de X ⇝ U(a, b).

Recordamos que si X ⇝ B(k0, p), entonces:

P [X = x] =

(
k0
x

)
px(1− p)n−x ∀x ∈ {0, . . . , k0}

Por lo que si tenemos una m.a.s. de n variables independientes e idénticamente
distribuidas a X, (X1, . . . , Xn), su función de densidad vendrá dada por:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
indep.
=

n∏
i=1

P [Xi = xi]
id. d.
=

n∏
i=1

P [X = xi]

=
n∏

i=1

(
k0
xi

)
pxi(1− p)k0−xi = p

n∑
i=1

xi

(1− p)
nk0−

n∑
i=1

xi
n∏

i=1

(
k0
xi

)
∀xi ∈ {0, . . . , k0}

Si ahora X ⇝ U(a, b) para ciertos a, b ∈ R con a < b, entonces:

fX(x) =
1

b− a
∀x ∈ [a, b]

de donde:

f(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn)
indep.
=

n∏
i=1

fXi
(xi)

id. d.
=

n∏
i=1

fX(xi) =
n∏

i=1

1

b− a
=

1

(b− a)n
∀x ∈ [a, b]

Ejercicio 1.1.2. Para cada realización muestral, (x1, . . . , xn) ∈ X n, F ∗
x1,...,xn

es una
función de distribución en R. En particular es una función a saltos, con saltos de
amplitud 1/n en los sucesivos valores muestrales ordenados de menor a mayor, su-
puestos que sean distintos, y de saltos múltiplos en el caso de que varios valores
muestrales coincidieran.
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En las condiciones del enunciado, es decir, suponiendo que x1, . . . , xn están ordena-
dos de menor a mayor y son distintos, entonces es fácil ver que:

F ∗
x1,...,xn

(x) =


0 si x < x1
1/n si x1 ⩽ x < x2

...
1 si x > xn

∀x ∈ R

Por lo que es claro que F ∗
x1,...,xn

es no decreciente, continua por la derecha, con ĺımite
0 en −∞ y con ĺımite 1 en +∞.

Ejercicio 1.1.3. ∀x ∈ R, F ∗
X1,...,Xn

(x) es una variable aleatoria tal que
nF ∗

X1,...,Xn
(x)⇝ B(n, F (x)) y:

E[F ∗
X1,...,Xn

(x)] = F (x), V ar[F ∗
X1,...,Xn

(x)] =
F (x)(1− F (x))

n

donde F (x) es la función de distribución de X.

Recordamos que:

F ∗
X1,...,Xn

(x) =
1

n

n∑
i=1

I]−∞,x](Xi) ∀x ∈ R

Fijado x ∈ R, tenemos que I]−∞,x](X) ⇝ B(1, P [X ⩽ x]) ≡ B(1, F (x)), por lo que
por la propiedad reproductiva de la binomial tenemos que:

nF ∗
X1,...,Xn

(x)⇝ B(n, F (x))

Por lo que:
nE[F ∗

X1,...,Xn
(x)] = E[nF ∗

X1,...,Xn
(x)] = nF (x)

de donde:
E[F ∗

X1,...,Xn
(x)] = F (x)

Para la varianza:

n2V ar[F ∗
X1,...,Xn

(x)] = V ar[nF ∗
X1,...,Xn

(x)] = nF (x)(1− F (x))

de donde:

V ar[F ∗
X1,...,Xn

(x)] =
F (x)(1− F (x))

n

Ejercicio 1.1.4. Para valores grandes de n, en virtual del Teorema Central del
Ĺımite:

F ∗
X1,...,Xn

(x)⇝ N
(
F (x),

F (x)(1− F (x))

n

)
Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de n muestras, sea:

Sn =
n∑

i=1

I]−∞,x](Xi) ∀n ∈ N
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Por el Teorema Central del Ĺımite tenemos que:

Sn − E[Sn]√
V ar[Sn]

n→∞
⇝ N (0, 1) =⇒ Sn

n→∞
⇝ N

(
F (x),

F (x)(1− F (x))

n

)
Como Sn ⇝ B(n, F (x)), entonces tenemos que:

E[Sn] = nF (x)

V ar[Sn] = nF (x)(1− F (x))

Por lo que:

F ∗
X1,...,Xn

(x) =
1

n
Sn

n→∞
⇝ N

(
F (x),

F (x)(1− F (x))

n

)
Ejercicio 1.1.5. Dada una muestra aleatoria simple formada por las observaciones
(3, 8, 5, 4, 5), obtener su función de distribución muestral y realizar la representación
gráfica.

Aplicando la definición de la función de distribución muestral obtenemos que:

F ∗
(3,8,5,4,5)(x) =


0 si x < 3
1/5 si 3 ⩽ x < 4
2/5 si 4 ⩽ x < 5
4/5 si 5 ⩽ x < 8
1 si x ⩾ 8

3 4 5 8

1

2

4

5

x

F ∗
(3,8,5,4,5)(x)

Figura 1.1: Representación gráfica de F ∗
(3,8,5,4,5)(x).

Ejercicio 1.1.6. SeaX una variable aleatoria con distribuciónB(1, p) con p ∈ (0, 1).
Se toma una muestra de tamaño 5, (X1, X2, X3, X4, X5), y se obtiene la siguiente
observación (0, 1, 1, 0, 0). Determinar el valor de los estad́ısticos estudiados en la ob-
servación.

Aplicando las fórmulas vistas en clase obtenemos:

Media: 0,4.

Varianza: 0,24.
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Cuasivarianza: 0,3.

x(1) = 0, x(2) = 0, x(3) = 0, x(4) = 1, x(5) = 1.

Ejercicio 1.1.7. Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. y X =
1

n

n∑
i=1

Xi, entonces:

MX(t) = (MX(t/n))
n

MX(t) = E
[
etX
]
= E

[
e

t
n

n∑
i=1

Xi

]
= M n∑

i=1
Xi

(
t

n

)
indep.
=

n∏
i=1

MXi

(
t

n

)
id. d.
=

(
MX

(
t

n

))n

Ejercicio 1.1.8. Obtener la distribución muestral de X para (X1, . . . , Xn) una
m.a.s. de X ⇝ N (µ, σ2).

MX(t) =

(
MX

(
t

n

))n

=

(
eµt+

σ2t2

2n2

)n

= eµt+
σ2t2

2n

Luego X ⇝ N
(
µ, σ

2

n

)
, ya que la función generatriz de momentos caracteriza la

distribución.

Proposición 1.1. Si tenemos una m.a.s. (X1, . . . , Xn), entonces:

FX(n)
(x) = (FX(x))

n ∀x ∈ R
FX(1)

(x) = 1− (1− FX(x))
n

Demostración. Para la distribución del máximo:

FX(n)
(x) = P [X(n) ⩽ x] = P [X1 ⩽ x, . . . , Xn ⩽ x]

indep.
=

n∏
i=1

P [Xi ⩽ x]

id. d.
=

n∏
i=1

P [X ⩽ x] = (FX(x))
n

Para la del mı́nimo:

FX(1)
(x) = P [X(1) ⩽ x] = 1− P [X(1) > x] = 1− P [X1 > x, . . . , Xn > x]

indep.
= 1−

n∏
i=1

P [Xi > x]
id. d.
= 1− (P [X > x])n = 1− (1− FX(x))

n

Ejercicio 1.1.9. Obtener las distribuciones muestrales de X(1) y X(n) para
X ⇝ U(a, b).

Si X ⇝ U(a, b), entonces:

FX(x) =
x− a

b− a
∀x ∈ [a, b]

8 losdeldgiim.github.io

https://losdeldgiim.github.io/


Inferencia Estad́ıstica 1.2. Distribuciones en el muestreo de poblaciones normales

Por lo que aplicando la Proposición superior:

FX(n)
(x) = (FX(x))

n =

(
x− a

b− a

)n

∀x ∈ [a, b]

FX(1)
(x) = 1− (1− FX(x))

n = 1− (1− FX(x))
n = 1−

(
1− x− a

b− a

)n

= 1−
(
b− x

b− a

)n

∀x ∈ [a, b]

1.2. Distribuciones en el muestreo de poblaciones

normales

Proposición 1.2. Sea X ⇝ N (0, 1), entonces X2 ⇝ χ2(1).

Demostración. Sea Y = X2 = h(X), entonces X = ±
√
Y = h−1(y), por lo que:

fY (y) = fX(h
−1
1 (y))

∣∣∣∣dh−1
1 (y)

dy

∣∣∣∣+ fX(h
−1
2 (y)) +

∣∣∣∣dh−1
2 (y)

dy

∣∣∣∣
Como X ⇝ N (0, 1), entonces:

fX(x) =
1√
2π

e
−x2

2 ∀x ∈ R

De donde:

fY (y) =
1√
2π

e
−(

√
y)2

2

∣∣∣∣ 1

2
√
y

∣∣∣∣+ 1√
2π

e
−(−√

y)2

2

∣∣∣∣ −1

2
√
y

∣∣∣∣ = 1√
2πy

e
−y
2 ∀y > 0

Por lo que Y ⇝ χ2(1).

Ejercicio 1.2.1. Calcula el valor de k o la probabilidad inducida:

a) P [χ2(10) ⩾ k] = 0,005.

k = 25,1881.

b) P [χ2(45) ⩽ k] = 0,005.

P [χ2(45) ⩾ k] = 0,995 =⇒ k = 24,3110

c) P [χ2(14) ⩾ 21,06]

0,1

d) P [χ2(20) ⩽ 12,44]

P [χ2(20) ⩽ 12,44] = 1− P [χ2(20) ⩾ 12,44] = 1− 0,9 = 0,1

Ejercicio 1.2.2. Calcula el valor de k o la probabilidad inducida:
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a) P [t(26) ⩾ k] = 0,05

k = 1,7056

b) P [t(20) ⩽ k] = 0,25

k = −0,6870

c) P [t(26) ⩾ k] = 0,9

k = −1,3150

d) P [t(21) ⩾ 1,721]

0,05

e) P [t(11) ⩽ 0,697]

0,75

f) P [t(8) ⩽ −2,306]

0,025

Ejercicio 1.2.3. Calcula el valor de k o la probabilidad inducida:

a) P [F (7, 3) ⩽ k] = 0,95

k = 8,89

b) P [F (8, 4) ⩾ k] = 0,01

0,01 = 1− P [F (8, 4) ⩽ k] =⇒ P [F (8, 4) ⩽ k] = 0,99 =⇒ k = 14,8

c) P [F (2, 2) ⩽ 19]

0,95

d) P [F (3, 5) ⩾ 12,1]

P [F (3, 5) ⩾ 12,1] = 1− P [F (3, 5) ⩽ 12,1] = 1− 0,99 = 0,01

e) P [F (60, 40) ⩽ k] = 0,05

k = 0,627

1.2.1. Varias demostraciones

Tenemos una (X1, . . . , Xn) m.a.s. con X ⇝ N (µ, σ2), si tomamos:

X =

∑n
i=1Xi

n

Demostraciones importantes que pueden caer.

Proposición 1.3. En dichas condiciones, veamos que:

X, (X1 −X, . . . , Xn −X) son independientes
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Demostración. Para ellos, usaremos la caracterización por la función generatriz de
momentos conjunta:

MX,X1−X,...,Xn−X(t, t1, . . . , tn)
?
= MX(t)MX1−X,...,Xn−X(t1, . . . , tn)

MX,X1−X,...,Xn−X(t, t1, . . . , tn) = E[e(t,t1,...,tn)·(X,X1−X,...,Xn−X)]

= E

[
e
tX+

n∑
i=1

(Xi−X)ti

]

= E

[
e

t
n

n∑
i=1

Xi+
n∑

i=1
Xiti−

n∑
i=1

Xti

]

= E

[
e

t
n

n∑
i=1

Xi+
n∑

i=1
Xiti−X

n∑
i=1

ti

]

= E

[
e

t
n

n∑
i=1

Xi+
n∑

i=1
Xiti− 1

n

n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

ti

]

= E

[
e

t
n

n∑
i=1

Xi+
n∑

i=1
Xiti−

n∑
i=1

Xi
1
n

n∑
i=1

ti

]

= E

[
e

t
n

n∑
i=1

Xi+
n∑

i=1
Xiti−

n∑
i=1

Xit

]

= E

[
e

n∑
i=1

Xi
t
n
+

n∑
i=1

Xiti−
n∑

i=1
Xit

]

= E

[
e

n∑
i=1

Xi( t
n
+ti−t)

]

= E

[
n∏

i=1

eXi( t
n
+ti−t)

]
indep.
=

n∏
i=1

E
[
eXi( t

n
+ti−t)

]
=

n∏
i=1

MXi

(
t

n
+ ti − t

)
(∗)
=

n∏
i=1

e(
t
n
+ti−t)µ+( t

n
+ti−t)

2 σ2

2

= e

n∑
i=1

[
( t
n
+ti−t)µ+σ2

2

(
t2

n2+(ti−t)
2
+2 t

n
(ti−t)

)]

= e

n∑
i=1

µt
n
+

n∑
i=1

µ(ti−t)+σ2

2

(
n∑

i=1

t2

n2+
n∑

i=1
(ti−t)

2
+2

n∑
i=1

t
n
(ti−t)

)

= e
�nµt

�n
µ���∑

ti−t+σ2

n2

(
nt2

n2 +
n∑

i=1
(ti−t)

2
+2 t

n

n∑
i=1

(ti−t)

)

= e
µt+σ2t2

2n
+σ2

2

n∑
i=1

(ti−t)
2
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Sabemos que:

MX(t) = M(X,X1−X,...,Xn−X)(t, 0, ..., 0) = eµt+
σ2t2

2n

M(X1−X,...,Xn−X)(t1, ..., tn) = M(X,X1−X,...,Xn−X)(0, t1, . . . , tn)

= e
σ2

n

n∑
i=1

(ti−t)
2

Por lo que es cierto que el producto de las funciones generatrices de momentos es la
generatriz de mmoentos conjunta, luego las variables son independientes.

Corolario 1.3.1. Como corolario de la Proposición anterior, tenemos que:

Se vio ya, y se saca de la demostración de arriba.

Lema de Fisher: X y S2 son independientes.

Como S2 es función del vector de la Proposición anterior, tenemos que es
independiente con X, ya que las funciones de variables independientes son
independientes.

(n− 1)S2

σ2
⇝ χ2(n− 1)

Para demostrarlo:
n∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

⇝ χ2(n)

Ahora, queremos ver que:

(n− 1)S2

σ2
=

n∑
i=1

(Xi −X)
2

σ2
⇝ χ2(n− 1)

Para ello:
n∑

i=1

(Xi − µ)2

σ2
=

n∑
i=1

(Xi −X +X − µ)
2

σ2

=

n∑
i=1

(Xi −X)
2
+

n∑
i=1

(X − µ)
2
+ 2

n∑
i=1

(Xi −X)(X − µ)

σ2

=

n∑
i=1

(Xi −X)
2

σ2
+ n

(X − µ)
2

σ2

Y como:

n
(X − µ)

2

σ2
⇝ χ2(1)

Buscamos ver lo que sigue lo de la derecha (A = B +C). Para ello, usaremos
la función generatriz de momentos. tenemos que B = f(S2) y C = f(X),
luego B y C son independientes, por lo que:

MA=B+C(t)
indep.
= MB(t)MC(t) = MB(t)

1

(1− 2t)
1
2

t <
1

2
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Y sabemos que:

MA(t) =
1

(1− 2t)
n
2

De donde:

MB(t) =
MA(t)

MC(t)
=

1

(1− 2t)
n
2

1

(1− 2t)
1
2

=
1

(1− 2t)
n−1
2

t <
1

2

Por lo que B ⇝ χ2(n− 1)

X − µ
S/√n

⇝ t(n− 1)

Para ello, al igual que la χ2, lo más sencillo es ir a la construcción de t:

X ⇝ N (0, 1)
Y ⇝ χ2(n)
indep

 X√
Y/n
⇝ t(n)

Como:

X ⇝ N (µ, σ2) =⇒ X − µ
σ/√n

⇝ N (0, 1)

(n− 1)S2

σ2
⇝ χ2(n− 1)

que son independientes por el Lema de Fisher. Si aplicamos la construcción:

X − µ
σ/√n√

(n− 1)S2

σ2(n− 1)

=

X − µ
σ/√n

S

σ

=
X − µ
S/√n

⇝ t(n− 1)

Este último corolario ayuda a inferir parámetros de las distribuciones. Ver punto
2.3.1. Inferencia sobre x significa que queremos averiguar el valor de x. El corolario
de ayer nos sirve para usar otros estad́ısticos en lugar de otros que debeŕıamos usar,
pero con 1 parámetro desconocido en lugar de 2. Aprenderse fórmulas de 2.3.1.

1.2.2. Dos poblaciones normales

Teorema 1.4 (extensión del Lema de Fisher). Los vectores (X,Y ), (S2
1 , S

2
2) son

independientes.

Demostración. Usemos la función generatriz de momentos, ya que son independien-
tes si y solo si:

M(X,Y ,S2
1 ,S

2
2)
(t1, t2, s1, s2)

?
= M(X,Y )(t1, t2)M(S2

1 ,S
2
2)
(s1, s2)
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Como las X y las Y son independientes:

M(X,Y ,S2
1 ,S

2
2)
(t1, t2, s1, s2) = M(X,S2

1)
(t1, s2)M(Y ,S2

2)
(s1, s2)

Lema Fisher
= MX(t1)MS2

1
(s1)MY (t2)MS2

2
(s2)

Ahora, como X e Y son independientes:

MX(t1)MS2
1
(s1)MY (t2)MS2

2
(s2) = M(X,Y )(t1, t2)M(S2

1 ,S
2
2)
(s1, s2)

Corolario 1.4.1. A partir de entonces (aunque el 3o es el único que necesita el
Teorema anterior):

1. Tenemos (aunque no sea corolario de Fisher):

n2

n1

σ2
2

σ2
1

n1∑
i=1

(Xi − µ1)
2

n2∑
i=1

(Yi − µ2)
2
⇝ F (n1, n2)

Que es equivalente a que:

n1∑
i=1

(Xi−µ1)
2
/n1σ2

1

n2∑
i=1

(Yi−µ2)
2
/n2σ2

2

⇝ F (n1, n2)

Por construcción de F (n1, n2):

X ⇝ χ2(m)
independientes

Y ⇝ χ2(n)

 =⇒
X/m
Y/n
⇝ F (n1, n2)

Como ayer vimos que:

n1∑
i=1

(Xi − µ1)
2

σ2
1

⇝ χ2(n1)

n2∑
i=1

(Yi − µ2)
2

σ2
2

⇝ χ2(n2)

Como X e Y son independientes, tenemos funciones en función de X e Y ,
luego estas dos variables son independientes. Ahora:

n1∑
i=1

(Xi − µ1)
2

n1σ2
1

n2∑
i=1

(Yi − µ2)
2

n2σ2
2

⇝ F (n1, n2)⇝ F (n1, n2)
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2. Tenemos:
S2
1/σ2

1

S2
2/σ2

2

⇝ F (n1 − 1, n2 − 1)

Seguimos buscando la construcciónde F , por lo que buscamos aplicar lo que
sabemos:

(n1 − 1)S2
1

σ2
1

⇝ χ2(n1 − 1)

(n2 − 1)S2
2

σ2
2

⇝ χ2(n2 − 1)

Que son independientes por ser funciones de X e Y , que son independientes.
Dividimos:

�����(n1 − 1)S2
1

σ2
1�����(n1 − 1)

(n2 − 1)S2
2

σ2
2(n2 − 1)

=
S2
1/σ2

1

S2
2/σ2

2

⇝ F (n1 − 1, n2 − 1)

En particular, si σ1 = σ2, se tiene:

S2
1

S2
2

⇝ F (n1 − 1, n2 − 1)

3. La construcción de la t-Student era:

X ⇝ N (0, 1)
independientes

Y ⇝ χ2(n)

 =⇒ X√
Y/n
⇝ t(n)

Queremos probar:

X − Y − (µ1 − µ2)√
(n1 − 1)S2

1

σ2
1

+
(n2 − 1)S2

2

σ2
2

√√√√√n1 + n2 − 2

σ2
1

n1

+
σ2

n2

⇝ t(n1 + n2 − 2)

Ahora:

X ⇝ N
(
µ1,

σ2
1

n1

)
Y ⇝ N

(
µ2,

σ2
2

n2

)  =⇒ X − Y ⇝ N
(
µ1 − µ2,

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

)
Tipificamos:

X − Y − (µ1 − µ2)√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

⇝ N (0, 1)

Para el denominador ahora, de la S2 sabemos:

(n1 − 1)S2
1

n2
1

⇝ χ2(n1 − 1)

(n2 − 1)S2
2

n2
2

⇝ χ2(n2 − 1)
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Inferencia Estad́ıstica 1.2. Distribuciones en el muestreo de poblaciones normales

Como X e Y son independientes, estas dos son independientes, y al sumar
dos χ2 independientes tenemos la propiedad reproductiva:

(n1 − 1)S2
1

n2
1

+
(n2 − 1)S2

2

n2
2

⇝ χ2(n1 + n2 − 2)

Por la extensión del Lema de Fisher tenemos que las dos variables aleato-
rias que hemos calculado son independientes. Procedemos ahora a aplicar la
construcción de la t:

X − Y − (µ1 − µ2)√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2√√√√√ (n1 − 1)S2
1

σ2
1

+
(n2 − 1)S2

2

σ2
2

n1 + n2 − 2

⇝ t(n1 + n2 − 2)

Las del punto 2.4.1. hay que aprenderlas de memoria también
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2. Relaciones de Ejercicios

2.1. Estad́ısticos muestrales

Ejercicio 2.1.1. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X. Dar el espacio muestral y calcular la función masa de probabilidad de
(X1, . . . , Xn) en cada uno de los siguientes casos:

a) X ⇝ {B(k0, p) : p ∈ (0, 1)} Binomial.

El espacio muestral en este caso es X n, donde:

X = {0, 1, ..., k0}

Recordamos que si X ⇝ B(k0, p), entonces:

P [X = x] =

(
k0
x

)
px(1− p)k0−x ∀x ∈ X

Por tanto, para nuestra m.a.s. tendremos la función masa de probabilidad:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
indep.
=

n∏
i=1

P [Xi = xi]
id. d.
=

n∏
i=1

P [X = xi]

=
n∏

i=1

(
k0
xi

)
pxi(1− p)k0−xi = p

n∑
i=1

xi

(1− p)
nk0−

n∑
i=1

xi
n∏

i=1

(
k0
xi

)
∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

b) X ⇝ {P(λ) : λ ∈ R+} Poisson.

El espacio muestral de X es:

X = N ∪ {0}

Recordamos que si X ⇝ P(λ), entonces:

P [X = x] = e−λλ
x

x!
∀x ∈ X

Por tanto:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
indep.
=

n∏
i=1

P [Xi = xi]
id. d.
=

n∏
i=1

P [X = xi]

=
n∏

i=1

e−λλ
xi

xi!
= e−nλ

n∏
i=1

λxi

xi!
= e−nλ · λ

n∑
i=1

xi

n∏
i=1

xi

∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

17
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c) X ⇝ {BN(k0, p) : p ∈ (0, 1)} Binomial Negativa.

El espacio muestral de X es:

X = N ∪ {0}

Recordamos que si X ⇝ BN(k0, p), entonces:

P [X = x] =

(
x+ k0 − 1

x

)
(1− p)xpk0 ∀x ∈ X

Por tanto:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
indep.
=

n∏
i=1

P [Xi = xi]
id. d.
=

n∏
i=1

P [X = xi]

=
n∏

i=1

(
xi + k0 − 1

xi

)
(1− p)xipk0 = pnk0(1− p)

n∑
i=1

xi
n∏

i=1

(
xi + k0 − 1

xi

)
∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

d) X ⇝ {G(p) : p ∈ (0, 1)} Geométrica.

El espacio muestral de X es:

X = N ∪ {0}

Recordamos que G(p) ≡ BN(1, p), por lo que si sustituimos en la fórmula
obtenida en la Binomial Negativa k0 = 1:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn] = pn(1− p)

n∑
i=1

xi

∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

e) X ⇝ {PN : N ∈ N}, PN(X = x) =
1

N
, x = 1, . . . , N .

El espacio muestral ya nos lo dan: X = {1, . . . , N}. Calculemos la masa de
probabilidad:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
indep.
=

n∏
i=1

P [Xi = xi]
id. d.
=

n∏
i=1

P [X = xi]

=
n∏

i=1

1

N
=

(
1

N

)n

∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

Ejercicio 2.1.2. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoriaX. Dar el espacio muestral y calcular la función de densidad de (X1, . . . , Xn)
en cada uno de los siguientes casos:

a) X ⇝ {U(a, b) : a, b ∈ R, a < b} Uniforme.

El espacio muestral en este caso es X n, donde:

X = [a, b]
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Recordamos que si X ⇝ U(a, b), entonces:

fX(x) =
1

b− a
∀x ∈ [a, b]

Por lo que:

f(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn)
indep.
=

n∏
i=1

fXi
(xi)

id. d.
=

n∏
i=1

fX(xi) =
n∏

i=1

1

b− a

=

(
1

b− a

)n

∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

b) X ⇝ {N (µ, σ2) : µ ∈ R, σ2 ∈ R+} Normal.

El espacio muestral de X es X = R. Recordamos que si X ⇝ N (µ, σ2),
entonces:

fX(x) =
1√
2πσ

e
−
(x− µ)2

2σ2 ∀x ∈ R

Por lo que:

f(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn)
indep.
=

n∏
i=1

fXi
(xi)

id. d.
=

n∏
i=1

fX(xi) =
n∏

i=1

1√
2πσ

e
−
(xi − µ)2

2σ2

=

(
1√
2πσ

)n n∏
i=1

e
−
(xi − µ)2

2σ2 =

(
1√
2πσ

)n

e
−

n∑
i=1

(xi − µ)2

2σ2

=

(
1√
2πσ

)n

e
−1

2σ2

n∑
i=1

(xi−µ)2

∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn

c) X ⇝ {Γ(p, a) : p, a ∈ R+} Gamma.

El espacio muestral de X es X = R+
0 . Recordamos que si X ⇝ Γ(p, a), enton-

ces:

fX(x) =
ap

Γ(p)
xp−1e−ax ∀x ∈ R+

0

Por lo que:

f(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn)
indep.
=

n∏
i=1

fXi
(xi)

id. d.
=

n∏
i=1

fX(xi) =
n∏

i=1

ap

Γ(p)
xp−1
i e−axi

=

(
ap

Γ(p)

)n

· e
−a

n∑
i=1

xi

·
n∏

i=1

xp−1
i ∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

d) X ⇝ {β(p, q) : p, q ∈ R+} Beta.

El espacio muestral de X es X = [0, 1]. Recordamos que si X ⇝ β(p, q),
entonces:

fX(x) =
1

β(p, q)
xp−1(1− x)q−1 ∀x ∈ [0, 1]
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Donde:

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

Por tanto:

f(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn)
indep.
=

n∏
i=1

fXi
(xi)

id. d.
=

n∏
i=1

fX(xi) =
n∏

i=1

1

β(p, q)
xp−1
i (1− xi)

q−1

=
1

β(p, q)n

n∏
i=1

xp−1
i (1− xi)

q−1 ∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

e) X ⇝ {Pθ : θ ∈ R+}, fθ(x) =
1

2
√
xθ

, 0 < x < θ.

Se nos dice que X = ]0, θ[. Calculamos la función de densidad conjunta:

f(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn)
indep.
=

n∏
i=1

fXi
(xi)

id. d.
=

n∏
i=1

fX(xi) =
n∏

i=1

1

2
√
xiθ

=
1(

2
√
θ
)n n∏

i=1

1
√
xi

∀(x1, . . . , xn) ∈ X n

Ejercicio 2.1.3. Se miden los tiempos de sedimentación de una muestra de part́ıcu-
las flotando en un ĺıquido. Los tiempos observados son:

11,5; 1,8; 7,3; 12,1; 1,8; 21,3; 7,3; 15,2; 7,3; 12,1; 15,2;

7,3; 12,1; 1,8; 10,5; 15,2; 21,3; 10,5; 15,2; 11,5

Construir la función de distribución muestral asociada a a dichas observacio-
nes.

Si aplicamos la definición de función de distribución muestral obtenemos que
esta viene dada por:

F ∗
n(x) =



0 si x < 1,8

3/20 si 1,8 ⩽ x < 7,3

7/20 si 7,3 ⩽ x < 10,5

9/20 si 10,5 ⩽ x < 11,5

11/20 si 11,5 ⩽ x < 12,1

14/20 si 12,1 ⩽ x < 15,2

18/20 si 15,2 ⩽ x < 21,3

20/20 si x ⩾ 21,3
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0 1,8 7,3 10,512,1 15,2 21,3 23
0

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1

x

F
∗ n
(x
)

Figura 2.1: Gráfica de la función de distribución muestral.

Hallar los valores de los tres primeros momentos muestrales respecto al origen
y respecto a la media.

Calculamos primero los tres primeros momentos respecto al origen para luego
calcular los centrados respecto a la media a partir de ellos:

a1 =
n∑

i=1

fixi = 10,915 a2 =
n∑

i=1

fix
2
i = 148,9325

a3 =
n∑

i=1

fix
3
i = 2280,98365

b1 =
n∑

i=1

fi(xi − x) = 0

b2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 =
1

n

n∑
i=1

(x2
i − 2xix+ x2)

=
1

n

n∑
i=1

x2
i −

2x

n

n∑
i=1

xi + x2 = a2 − 2a21 + a21 = a2 − a21

= 148,9325− 10,915 = 29,795275

b3 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)3 =
1

n

n∑
i=1

(
x3
i − 3x2

ix+ 3xix
2 − x3

)
=

1

n

n∑
i=1

x3
i −

3x

n

n∑
i=1

x2
i +

3x2

n

n∑
i=1

xi − x3 = a3 − 3a1a2 + 3a31 − a31

= a3 − 3a1a2 + 2a31 = 4,95455925

Determinar los valores de los cuartiles muestrales y el percentil 70.

Para ello, primero ordenamos los datos de menor a mayor y los agrupamos en
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grupos de 20/4 = 5 en 5:

1,8; 1,8; 1,8; 7,3; 7,3; 7,3; 7,3; 10,5; 10,5; 11,5; 11,5; 12,1; 12,1;

12,1; 15,2; 15,2; 15,2; 15,2; 21,3; 21,3

Como en los cambios de agrupaciones de números estos se repiten, hemos
obtenido el valor de los cuartiles:

q1 = 7,3 q2 = 11,5 q3 = 15,2 q4 = 21,3

Para el percentil 70, calculamos:

0,7 · 20 = 14

Como hemos obtenido un número entero, el percentil 70 será:

c70 =
X(14) +X(15)

2
=

12,1 + 15,2

2
= 13,65

En el caso de haber obtenido un número no entero (por ejemplo, 14,2), seŕıa
X(15).

Ejercicio 2.1.4. Se dispone de una muestra aleatoria simple de tamaño 40 de una
distribución exponencial de media 3, ¿cuál es la probabilidad de que los valores de
la función de distribución muestral y la teórica, en x = 1, difieran menos de 0,01?
Aproximadamente, ¿cuál debe ser el tamaño muestral para que dicha probabilidad
sea como mı́nimo 0,98?

Como dice el enunciado, tenemos una m.a.s. (X1, . . . , Xn) con n = 40, todas ellas
idénticamente distribuidas aX ⇝ exp(λ). Sabemos de la asignatura de Probabilidad
que:

E[X] =
1

λ
= 3 =⇒ λ =

1

3

Por lo que X ⇝ exp
(
1
3

)
. Denotaremos por comodidad:

F ∗
n(x) = F ∗

(X1,...,Xn)(x)

Y el enunciado nos pregunta por:

P [|F ∗
n(1)− FX(1)| < 0,01]

Para ello, primero calculamos FX(1):

FX(1) = 1− e−λ·1 = 1− e−λ = 1− e−
1/3 = α

Por lo que nos disponemos ya a calcular la probabilidad:

P [|F ∗
n(1)− FX(1)| < 0,01] = P [|F ∗

n(1)− α| < 0,01] = P [−0,01 < F ∗
n(1)− α < 0,01]

= P [−0,01 + α < F ∗
n(1) < 0,01 + α]

= P [40(−0,01 + α) < 40F ∗
n(1) < 40(0,01 + α)]
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Y como sabemos que Y = 40F ∗
n(1)⇝ B(40, FX(1)) ≡ B(40, α):

P [|F ∗
n(1)− FX(1)| < 0,01] = P [40(−0,01 + α) < Y < 40(0,01 + α)]

Si ahora tomamos:
α = 1− e−

1/3 ≈ 0,283469

Entonces:

40(0,01 + α) ≈ 40(0,01 + 0,283469) = 11,73876

40(−0,01 + α) ≈ 40(−0,01 + 0,283469) = 10,93876

Por lo que:

P [|F ∗
n(1)− FX(1)| < 0,01] ≈ P [10,93876 < Y < 11,73876] = P [Y = 11]

De donde usando la masa de probabilidad de la Binomial:

P [Y = 11] =

(
40

11

)
(0,283469)11(1− 0,283469)40−11 ≈ 0,139

Para el segundo apartado, como para n = 40 obtenemos una probabilidad de 0,139,
podemos intuir que para que dicha probabilidad sea como mı́nimo 0,98, nos es ne-
cesario un valor de n grande, por lo que podemos suponer que:

F ∗
n(1)⇝ N

(
α,

α(1− α)

n

)
De donde:

Z =

√
n(F ∗

n(1)− α)√
α(1− α)

⇝ N (0, 1)

Buscamos el valor de n que verifica:

0,98 ⩽ P [|F ∗
n(1)− FX(1)| < 0,01] = P

[
|Z| <

√
n0,01√

α(1− α)

]

Si aplicamos propiedades conocidas de la Normal, si a ∈ R, entonces:

P [|Z| < a] = P [−a < Z < a] = P [Z < a]− P [Z < −a]

Pero:
P [Z < −a] = P [Z > a] = 1− P [Z < a]

Por lo que:

P [|Z| < a] = P [Z < a]− P [Z < −a] = 2P [Z < a]− 1

Volviendo al caso que nos interesa:

0,98 ⩽ P

[
|Z| <

√
n0,01√

α(1− α)

]
= 2P

[
Z <

√
n0,01√

α(1− α)

]
− 1
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Luego:

0,99 =
0,98 + 1

2
⩽ P

[
Z <

√
n0,01√

α(1− α)

]
Si consultamos la tabla de la normal N (0, 1), observamos que el primer valor que
supera la probbailidad de 0,99 es 2,33, por lo que:

2,33 =

√
n0,01√

α(1− α)
=

√
n0,01√

0,283469(1− 0,283469)
≈ 0,0221886

√
n

De donde:

5,4289 = (2,33)2 = (0,0221886
√
n)

2
= 0,00049233n =⇒ n =

5,4289

0,00049233
= 11026,95347

Por lo que para n ⩾ 11027 podemos asegurar que la probabilidad es como mı́nimo
0,98.

Ejercicio 2.1.5. Se dispone de una muestra aleatoria simple de tamaño 50 de una
distribución de Poisson de media 2, ¿cuál es la probabilidad de que los valores de
la función de distribución muestral y la teórica, en x = 2, difieran menos de 0,02?
Aproximadamente, ¿qué tamaño muestral hay que tomar para que dicha probabili-
dad sea como mı́nimo 0,99?

Tenemos una m.a.s. (X1, . . . , Xn) con n = 50 idénticamente distribuidas a X ⇝
P(2). Notamos por comodidad:

F ∗
(X1,...,Xn)(x) = F ∗

n(x)

Nos preguntan por:

P [|F ∗
n(2)− FX(2)| < 0,02]

Para ello primero calculamos:

FX(2) =
2∑

k=0

e−22
k

k!
= e−2

(
20

0!
+

21

1!
+

22

2!

)
= e−2(1 + 2 + 2) ≈ 0,6767

Por lo que:

P [|F ∗
n(2)−0,6767| < 0,02] = P [−0,02 < F ∗

n(2)−0,6767 < 0,02] = P [0,6567 < F ∗
n(2) < 0,6967]

Como sabemos por lo visto en teoŕıa que:

Y = 50F ∗
n(2)⇝ B(50, FX(2)) ≡ B(50, 0,6767)

Multiplicamos por 50 la última expresión:

P [|F ∗
n(2)− 0,6767| < 0,02] = P [0,6567 < F ∗

n(2) < 0,6967] = P [32,835 < Y < 34,835]

= P [Y = 33] + P [Y = 34]
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Y calculamos estas dos probabilidades:

P [Y = 33] =

(
50

33

)
(0,6767)33(1− 0,6767)50−33 ≈ 0,114734

P [Y = 34] =

(
50

34

)
(0,6767)34(1− 0,6767)50−34 ≈ 0,120075

Por lo que:

P [|F ∗
n(2)− 0,6767| < 0,02] ≈ 0,114734 + 0,120075 = 0,234809

Para el segundo apartado, como para n = 50 obtenemos una probabilidad de
0,234809, podemos intuir que para que dicha probabilidad sea como mı́nimo 0,99,
nos es necesario un valor de n grande, por lo que podemos suponer que:

F ∗
n(2)⇝ N

(
0,6767,

0,6767(1− 0,6767)

n

)
≡ N

(
0,6767,

0,218777

n

)
Por lo que:

Z =

√
n(F ∗

n(2)− 0,6767)√
0,218777

⇝ N (0, 1)

En dicho caso, buscamos n de forma que:

0,99 ⩽ P [|F ∗
n(2)− FX(2)| < 0,02] = P

[
|Z| <

√
n0,02√

0,218777

]
De forma análoga al ejercicio anterior:

P

[
|Z| <

√
n0,02√

0,218777

]
= 2P

[
Z <

√
n0,02√

0,218777

]
− 1

Luego:

0,995 =
0,99 + 1

2
⩽ P

[
Z <

√
n0,02√

0,218777

]
Y si miramos la tabla de la Normal observamos que el primer valor que supera la
probabilidad de 0,995 es 2,58, luego:

2,58 =

√
n0,02√

0,218777
= 0,042759

√
n

Por lo que:

6,6564 = (2,58)2 = (0,042759
√
n)

2
= 0,00182833n

Luego:

n =
6,6564

0,00182833
≈ 3640,7

Por lo que para n ⩾ 3641 podemos asegurar que la probabilidad es como mı́nimo
0,99.
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Ejercicio 2.1.6. Sea X ⇝ B(1, p) y (X1, X2, X3) una muestra aleatoria simple de
X. Calcular la función masa de probabilidad de los estad́ısticos X, S2, mı́nXi y
máxXi.

Para resolver este ejercicio, comoX sigue una distribución discreta, buscamos aplicar
el teorema de cambio de variable de discreta a discreta. Para ello, la forma más
cómoda será analizar cada uno de los valores que puede tomar la muestra aleatoria
simple (X1, X2, X3) y determinar en consecuencia cada uno de los valores que toman
X, S2, mı́nXi y máxXi. Acompañaremos la tabla junto con la probabilidad de que la
muestra tome dicho valor, es decir, en la fila correpondiente a (x1, x2, x3) incluiremos
P [X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3]:

P (X1, X2, X3) X S2 mı́nXi máxXi

(1− p)3 (0, 0, 0) 0 0 0 0

p(1− p)2 (0, 0, 1) 1/3 1/3 0 1

p(1− p)2 (0, 1, 0) 1/3 1/3 0 1
p2(1− p) (0, 1, 1) 2/3 1/3 0 1

p(1− p)2 (1, 0, 0) 1/3 1/3 0 1
p2(1− p) (1, 0, 1) 2/3 1/3 0 1
p2(1− p) (1, 1, 0) 2/3 1/3 0 1

p3 (1, 1, 1) 1 0 1 1

Podemos ya calcular la función masa de probabilidad de cada uno de los estad́ısticos,
simplemente sumando las probabilidades de la tabla que corresponden a cada valor
del espacio muestral de cada estad́ıstico:

Para X:

P [X = 0] = P [X1 = 0, X2 = 0, X3 = 0] = (1− p)3

P [X = 1/3] =
3∑

i=1

p(1− p)2 = 3p(1− p)2

P [X = 2/3] =
3∑

i=1

p2(1− p) = 3p2(1− p)

P [X = 1] = P [X1 = 1, X2 = 1, X3 = 1] = p3

Para S2:

P [S2 = 0] = P [X1 = 0, X2 = 0, X3 = 0] + P [X1 = 1, X2 = 1, X3 = 1] = p3 + (1− p)3

P [S2 = 1/3] =
3∑

i=1

p(1− p)2 +
3∑

i=1

p2(1− p) = 3p(1− p)(p+ 1− p) = 3p(1− p)

Para mı́nXi:

P [mı́nXi = 1] = P [X1 = 1, X2 = 1, X3 = 1] = p3

P [mı́nXi = 0] = 1− P [mı́nXi = 1] = 1− p3
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Para máxXi:

P [máxXi = 0] = P [X1 = 0, X2 = 0, X3 = 0] = (1− p)3

P [máxXi = 1] = 1− P [máxXi = 0] = 1− (1− p)3

Ejercicio 2.1.7. Obtener la función masa de probabilidad o función de densidad de
X en el muestreo de una variable de Bernoulli, de una Poisson y de una exponencial.

Calculamos la masa de probabilidad o función de densidad en cada caso, suponien-
do que tenemos (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple con variables aleatorias
idénticamente distribuidas a X, que sigue una distribución distinta en cada caso y
estaremos interesados en calcular la masa de:

X =
n∑

i=1

Xi

Bernoulli. Supuesto que X ⇝ B(1, p) para cierto p ∈ ]0, 1[, si tomamos:

Y =
n∑

i=1

Xi

Por la propiedad reproductiva de la Bernoulli, tenemos que Y ⇝ B(n, p). En
dicho caso:

P [Y = k] =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k ∀k ∈ {0, . . . , n}

Por tanto, tendremos que:

P

[
X =

k

n

]
= P [Y = k] =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k ∀k ∈ {0, . . . , n}

Poisson. Supuesto que X ⇝ P(λ) para cierto λ ∈ R+, si tomamos:

Y =
n∑

i=1

Xi

Por la propiedad reproductiva de la Poisson, tendremos que:

Y ⇝ P

(
n∑

i=1

λ

)
≡ P(nλ)

En dicho caso:

P [Y = x] = e−nλ (nλ)
x

x!
∀x ∈ N

Por lo que:

P [X = x/n] = P [Y = x] = e−nλ (nλ)
x

x!
∀x ∈ N
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Exponencial. Supuesto ahora que X ⇝ exp(λ) para cierto λ ∈ R+, tendremos
entonces que:

MX(t) =
λ

λ− t
t < λ

Si aplicamos la igualdad (∗) vista en teoŕıa:

MX(t)
(∗)
= (MX(t/n))

n =

(
λ

λ− t/n

)n

=

(
nλ

nλ− t

)n

Observamos que obtenemos una función generatriz de momentos para X igual
que para una variable aleatoria de distribución Γ(n, nλ). Como la función
generatriz de momentos de una variable aleatoria caracteriza su distribución,
concluimos que X ⇝ Γ(n, nλ).

Ejercicio 2.1.8. Calcular las funciones de densidad de los estad́ısticos máxXi y
mı́nXi en el muestreo de una variable X con funcion de densidad:

fθ(x) = eθ−x, x > θ.

Calculamos primero la función de distribución, para calcular con mayor comodidad
las funciones de distribución de X(n) y X(1):

Fθ(x) =

∫ x

θ

fθ(t) dt =

∫ x

θ

eθ−t dt =
[
−eθ−t

]x
θ
= 1− eθ−x ∀x > θ

Supuesto ahora que disponemos de una m.a.s. (X1, . . . , Xn) idénticamente distribui-
das a X cuya función de densidad es la anteriormente dicha, podemos aplicar las
fórmulas obtenidas en teoŕıa para calcular las funciones de distribución del mı́nimo
y del máximo. Para el máximo:

FX(n)
(x) = (FX(x))

n = (1− eθ−x)
n
=⇒ fX(n)

= n(1− eθ−x)
n−1

eθ−x ∀x > θ

Para el mı́nimo:

FX(1)
(x) = 1− (1− FX(n))

n = 1− (1− 1 + eθ−x)
n
= 1− en(θ−x) ∀x > θ

de donde:

fX(1)
(x) = nen(θ−x)−1 ∀x > θ

Ejercicio 2.1.9. El número de pacientes que visitan diariamente una determinada
consulta médica es una variable aleatoria con varianza de 16 personas. Se supone
que el número de visitas de cada d́ıa es independiente de cualquier otro. Si se observa
el número de visitas diarias durante 64 d́ıas, calcular aproximadamente la probabi-
lidad de que la media muestral no difiera en más de una persona del valor medio
verdadero de visitas diarias.

Sea X una variable aleatoria que indica el número de pacientes que visitan diaria-
mente dicha consulta médica, por cómo nos definen X sabemos que X ⇝ P(λ).
Como además nos dicen que la varianza de dicha variable aleatoria es 16, tenemos
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que V ar(X) = λ = 16. Si tenemos ahora una muestra aleatoria simple (X1, . . . , Xn)
con n = 64, nos preguntan por:

P [|X − E[X]| < 1]

Donde E[X] = λ = 16, ya que X ⇝ P(16). Calculamos:

P [|X − E[X]| < 1] = P [−1 < X − 16 < 1] = P [15 < X < 17]

Aplicamos ahora lo visto en el ejercicio 7, ya que si X ⇝ P(λ), entonces tendremos
que nX ⇝ P(nλ), gracias a la propiedad reproductiva de la Poisson:

P [|X − E[X]| < 1] = P [15 < X < 17] = P [64 · 15 < 64X < 64 · 17]
= P [960 < 64X < 1088]

Donde 64X ⇝ P(64 · 16) ≡ P(1024). Para calcular dicha probabilidad, aproximare-
mos la Poisson a una distribución normal:

P(1024) ≈ N (1024, 1024)

Por lo que:

P [|X − E[X]| < 1] = P [960 < 64X < 1088] ≈ P

[
960− 1024√

1024
< Z <

1088− 1024√
1024

]
= P [−2 < Z < 2] = 2P [Z < 2]− 1

= 2 · 0,97725− 1 = 0,9545

Ejercicio 2.1.10. Una máquina de refrescos está arreglada para que la cantidad de
bebida que sirve sea una variable aleatoria con media 200 ml. y desviación t́ıpica 15
ml. Calcular de forma aproximada la probabilidad de que la cantidad media servida
en una muestra aleatoria de tamaño 36 sea al menos 204 ml.

Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple idénticamente distribuida a la va-
riable aleatoria X de tamaño n = 36, aplicando el Teorema Central del Ĺımite

obtenemos que X ⇝ N
(
200, 15

2

36

)
. Calculamos la probabilidad:

P [X ⩾ 204]
tipificamos

= P

[
Z ⩾

√
36(204− 200)

15

]
= P [Z ⩾ 1,6] = 1− P [Z < 1,6]

= 1− 0,9452 = 0,0548
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2.2. Distribuciones en el muestreo de poblaciones

normales

Ejercicio 2.2.1. Se toma una muestra aleatoria simple de tamaño 5 de una variable
aleatoria con distribución N (2,5, 36). Calcular:

a) Probabilidad de que la cuasivarianza muestral esté comprendida entre 1,863 y
2,674.

Tenemos una m.a.s. (X1, X2, X3, X4, X5), todas ellas idénticamente distribui-
das a X ⇝ N (2,5, 36). Tomamos la cuasivarianza de dichos datos:

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
1

4

5∑
i=1

(Xi − 2,5)2

Y queremos calcular la probabilidad:

P
[
1,863 < S2 < 2,674

]
Para ello, en teoŕıa hemos visto que como tenemos una población normal, se
cumple que:

(n− 1)S2

σ2
=

4S2

36
⇝ χ2(4) ≡ χ2(n− 1)

Por tanto:

P [1,863 < S2 < 2,674] = P

[
4 · 1,863

36
<

4S2

36
<

4 · 2,674
36

]
= P

[
0,207 <

4S2

36
< 0,2971

]
= P

[
4S2

36
> 0,207

]
− P

[
4S2

36
> 0,2971

]
Si consultamos la tabla de la χ2(4):

P

[
4S2

36
> 0,207

]
= 0,995, P

[
4S2

36
> 0,2971

]
= 0,99

Por lo que:

P [1,863 < S2 < 2,674] = P

[
4S2

36
> 0,207

]
− P

[
4S2

36
> 0,2971

]
≈ 0,995− 0,99

= 0,005

b) Probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 1,3 y 3,5, su-
puesto que la cuasivarianza muestral está entre 30 y 40.

En la situación del apartado anterior, ahora tenemos también en consideración
la media muestral:

X =
1

n

n∑
i=1

Xi
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Bajo estas condiciones, el Lema de Fisher nos dice que S2 y X son indepen-
dientes, por lo que la probabilidad de que la media muestral esté comprendida
entre 1,3 y 3,5 suponiendo que la cuasivarianza muestral está comprendida
entre 30 y 40 es igual a la probabilidad de que la media muestral esté com-
prendida entre 1,3 y 3,5:

P [1,3 < X < 3,5 | 30 < S2 < 40] = P [1,3 < X < 3,5]

Sabemos que X ⇝ N
(
µ, σ

2

n

)
, nos disponemos a calcular dicha probabilidad:

P [1,3 < X < 3,5]
tipificamos

= P

[√
5(1,3− 2,5)√

36
< Z <

√
5(3,5− 2,5)√

36

]
= P [−0,447214 < Z < 0,372678]

= P [Z < 0,372678]− P [Z > 0,447214]

= P [Z < 0,372678]− 1 + P [Z < 0,447214]

= 0,64431− 1 + 0,67003 = 0,31434

Ejercicio 2.2.2. La longitud craneal en una determinada población humana es una
variable aleatoria que sigue una distribución normal con media 185,6 mm. y desvia-
ción t́ıpica 12,78 mm. ¿Cuál es la probabilidad de que una muestra aleatoria simple
de tamaño 20 de esa población tenga media mayor que 190 mm.?

Tenemos una población que sigue una variable aleatoria X ⇝ N (µ, σ2) con paráme-
tros µ = 185,6 y σ = 12,78. Tomamos una m.a.s. (X1, . . . , Xn) con n = 20 y tomamos
la media muestral:

X =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2

Queremos calcular:

P
[
X > 190

]
Para ello, sabemos por lo visto en teoŕıa que X ⇝ N

(
µ, σ

2

n

)
, por lo que:

P
[
X > 190

] tipificamos
= P

[
Z >

√
20(190− 185,6)

12,78

]
= P [Z > 1,5397]

= 1− P [Z < 1,5397] = 1− 0,93822 = 0,06178

Ejercicio 2.2.3. ¿De qué tamaño mı́nimo habŕıa que seleccionar una muestra de
una variable con distribución normal N (µ, 4) para poder afirmar, con probabilidad
mayor que 0,9, que la media muestral diferirá de la poblacional menos de 0,1?

Supuesto que tenemos una m.a.s. (X1, . . . , Xn) de tamaño n ∈ N de variables alea-
torias idénticamente distribuidas a X ⇝ N (µ, 4), queremos buscar el menor n de
forma que:

0,9 ⩽ P
[
|X − µ| < 0,1

]
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Para ello, usaremos que hemos visto en teoŕıa que X ⇝ N
(
µ, σ

2

n

)
con σ = 2:

0,9 ⩽ P [|X − µ| < 0,1] = P [−0,1 < |X − µ| < 0,1] = P

[
−
√
n0,1

2
< Z <

√
n0,1

2

]
= P

[
−
√
n0,05 < Z <

√
n0,05

]
= 2P

[
Z <

√
n0,05

]
− 1

De donde:

0,95 =
0,9 + 1

2
⩽ P [Z <

√
n0,05]

De donde mirando la tabla de la normal N (0, 1):

√
n0,05 ⩾ 1,65 =⇒ n ⩾

(
1,65

0,05

)2

= 1089

Por lo que habŕıa que seleccionar como mı́nimo una muestra de tamaño 1089 para
poder afirmar con probabilidad mayor que 0,9 que la media muestral difiere de la
poblacional menos de 0,1.

Ejercicio 2.2.4. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable con
distribución normal. Calcular la probabilidad de que la cuasivarianza muestral sea
menor que un 50% de la varianza poblacional para n = 16 y para n = 1000.

Dicha muestra aleatoria simple es de variables idénticamente distribuidas a X ⇝
N (µ, σ2). Bajo estas condiciones, sabemos por lo visto en teoŕıa que:

(n− 1)S2

σ2
⇝ χ2(n− 1)

Y queremos calcular:

P [S2 < 0,5σ2] = P

[
(n− 1)S2

σ2
<

(n− 1)0,5��σ
2

��σ
2

]
= 1− P

[
(n− 1)S2

σ2
> (n− 1)0,5

]
Para n = 16, mirando en la tabla de χ2(15) tenemos que:

P [S2 < 0,5σ2] = 1− P

[
(n− 1)S2

σ2
> 7,5

]
= 1− 0,95 = 0,05

Para n = 1000, no disponemos de tabla para χ2(999), por lo que aproximare-
mos χ2(999) por N (999, 2 · 999) ≡ N (999, 1998), gracias al Teorema de Lévy.
De esta forma, si tomamos:

Y =
(n− 1)S2

σ2
⇝ N (999, 1998)

Tenemos entonces que:

P [999 · 0,5] = P [Y > 499,5] = P

[
Z >

499,5− 999√
1998

]
= 1− P [Z < −11,17]

Por lo que:
P [S2 < 0,5σ2] ≈ P [Z < −11,17] ≈ 0
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Ejercicio 2.2.5. Sean S2
1 y S2

2 las cuasivarianzas muestrales de dos muestras inde-
pendientes de tamaños n1 = 5 y n2 = 4 de dos poblaciones normales con la misma
varianza. Calcular la probabilidad de que S2

1/S2
2 sea menor que 5,34 o mayor que 9,12.

Bajo estas hipótesis, sabemos por lo visto en teoŕıa que (como σ1 = σ2):

S2
1

S2
2

⇝ F (n1 − 1, n2 − 1) ≡ F (4, 3)

Por tanto, notando Y =
S2
1

S2
2
por comodidad, calculamos (son sucesos disjuntos):

P [Y < 5,34 o Y > 9,12] = P [Y < 5,34] + P [Y > 9,12]

Observamos la tabla de F (4, 3):

P [Y < 5,34] = 0,9

P [Y > 9,12] = 1− P [Y < 9,12] = 1− 0,95 = 0,05

En definitiva:

P [Y < 5,34 o Y > 9,12] = P [Y < 5,34] + P [Y > 9,12] = 0,95

Ejercicio 2.2.6. Se consideran dos poblaciones de bombillas cuyas longitudes de
vida siguen una ley normal con la misma media y desviaciones t́ıpicas 425 y 375
horas, respectivamente. Con objeto de realizar un estudio comparativo de ambas
poblaciones, se considera una muestra aleatoria simple de 10 bombillas en la prime-
ra población y una de tamaño 6 en la segunda. ¿Cuál es la probabilidad de que la
media muestral del primer grupo menos la del segundo sea menor que la observada
en dos realizaciones muestrales que dieron 1325 horas y 1215 horas, respectivamente?

Como describe el enunciado, tenemos una m.a.s. (X1, . . . , Xn) de tamaño n = 10
de variables aleatorias idénticamente distribuidas a X ⇝ N

(
µ, 4252

)
; y otra m.a.s.

(Y1, . . . , Ym) de tamaño m = 6 de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a Y ⇝ N

(
µ, 3752

)
. Notaremos µ1 = 1325, µ2 = 1215. Bajo estas condiciones,

sabemos por lo visto en teoŕıa que:

X − Y√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

=
X − Y − (µ− µ)√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

⇝ N (0, 1)

Luego si notamos a esta última variable como Z:

P [X − Y < 1325− 1215] = P

Z <
1325− 1215√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

 = P

Z <
1325− 1215√
4252

10
+

3752

6


= P [Z < 0,5399] = 0,7054
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Ejercicio 2.2.7. SeanX1, . . . , Xn, Xn+1 variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas según una N (µ, σ2), y sean X y S2 la media y la cuasivarianza
muestral de (X1, . . . , Xn). Calcular la distribución de

Xn+1 −X

S

√
n

n+ 1

Bajo dichas hipótesis, tenemos:

Xn+1 ⇝ N (µ, σ2)

X ⇝ N
(
µ, σ

2

n

) }
=⇒ Xn+1−X ⇝ N

(
µ− µ, σ2 +

σ2

n

)
≡ N

(
0, σ2

(
1 +

1

n

))
de donde si tipificamos la variable:

Xn+1 −X√
σ2
(
1 + 1

n

) =
Xn+1 −X

σ

√
n+ 1

n

=
Xn+1 −X

σ

√
n

n+ 1
⇝ N (0, 1)

Además, se ha visto en teoŕıa que:

(n− 1)S2

σ2
⇝ χ2(n− 1)

Como tanto Xn+1 como X son independientes de S2, podemos aplicar la construc-
ciones de la distribución t de Student:

U ⇝ N (0, 1)
independientes

V ⇝ χ2(n)

 =⇒ U√
V/n
⇝ t(n)

Si lo aplicamos a nuestras variables:

Xn+1 −X

σ

√
n

n+ 1√
(n− 1)S2

σ2(n− 1)

=

Xn+1 −X

σ

√
n

n+ 1

S

σ

=
Xn+1 −X

S

√
n

n+ 1
⇝ t(n− 1)

Ejercicio 2.2.8. Sean (X1, . . . , Xn), (Y1, . . . , Ym) muestras aleatorias simples inde-
pendientes de poblaciones N (µ1, σ

2) y N (µ2, σ
2), respectivamente. Sean α, β ∈ R y

X,Y , S2
1 , S

2
2 las medias y cuasivarianzas de las dos muestras. Calcular la distribución

de
α
(
X − µ1

)
+ β

(
Y − µ2

)√
(n− 1)S2

1 + (m− 1)S2
2

n+m− 2

√
α2

n
+

β2

m

Sabemos que:

X ⇝ N
(
µ1,

σ2

n

)
Y ⇝ N

(
µ2,

σ2

m

)  =⇒
X − µ1 ⇝ N

(
0, σ

2

n

)
Y − µ2 ⇝ N

(
0, σ

2

m

)  =⇒
α(X − µ1)⇝ N

(
0, α

2σ2

n

)
β(Y − µ2)⇝ N

(
0, β

2σ2

m

) 
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Como ambas son independientes, podemos aplicar la propeidad reproductiva de la
normal:

α(X − µ1) + β(Y − µ2)⇝ N
(
0,

α2σ2

n
+

β2σ2

m

)
≡ N

(
0, σ2

(
α2

n
+

β2

m

))
Si tipificamos la variable:

α(X − µ1) + β(Y − µ2)

σ
√

α2

n
+ β2

m

⇝ N (0, 1)

Por otra parte, tenemos que:

(n− 1)S2
1

σ2
⇝ χ2(n− 1),

(m− 1)S2
2

σ2
⇝ χ2(m− 1)

Como ambas son independientes por ser S2
1 y S2

2 independientes (ya que las muestras
aleatorias simples eran independientes), podemos aplicar la propiedad reproductiva
de χ2, obteniendo que:

(n− 1)S2
1

σ2
+

(m− 1)S2
2

σ2
=

(n− 1)S2
1 + (m− 1)S2

2

σ2
⇝ χ2(n+m− 2)

Finalmente, la extensión del Lema de Fisher nos dice que (X,Y ) es independien-
te de (S2

1 , S
2
2), por lo que las dos variables aleatorias con las que trabajamos son

independientes, lo que nos permite aplicar la construcción de la distribución t de
Student:

α(X − µ1) + β(Y − µ2)

�σ
√

α2

n
+ β2

m√√√√ (n− 1)S2
1 + (m− 1)S2

2

��σ
2

n+m− 2

=
α
(
X − µ1

)
+ β

(
Y − µ2

)√
(n− 1)S2

1 + (m− 1)S2
2

n+m− 2

√
α2

n
+

β2

m

⇝ t(n+m− 2)
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2.3. Suficiencia y completitud

Ejercicio 2.3.1. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable

X ⇝ {B(k, p) : p ∈ ]0, 1[} y sea T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

Xi. Probar

a) usando la definición

b) aplicando el teorema de factorización

que T es suficiente para p.

a) Si notamos para abreviar T = T (X1, . . . , Xn), tenemos que probar que la
distribución de la muestra condicionada a cualquier valor del estad́ıstico no
depende del parámetro p para probar que T es suficiente para p. Para ello:

Pp[X1 = x1, . . . , Xn = xn | T = t] =
Pp[X1 = x1, . . . , Xn = xn, T = t]

Pp[T = t]

=

 0 si T (x1, . . . , xn) ̸= t
Pp[X1 = x1, . . . , Xn = xn]

Pp[T = t]
si T (x1, . . . , xn) = t

Como 0 obviamente no depende de p, el caso T (x1, . . . , x2) ̸= t se encuentra
ya estudiado, por lo que nos centramos en el caso T (x1, . . . , x2) = t:

Pp[X1 = x1, . . . , Xn = xn]

Pp[T = t]
iid.
=

n∏
i=1

Pp[X = xi]

Pp[T = t]

(∗)
=

n∏
i=1

(
k
xi

)
pxi(1− p)k−xi(

nk
t

)
pt(1− p)nk−t

=

p

n∑
i=1

xi

(1− p)
nk−

n∑
i=1

xi
n∏

i=1

(
k
xi

)
(
nk
t

)
pt(1− p)nk−t

(∗∗)
=

n∏
i=1

(
k
xi

)
(
nk
t

)
Donde en (∗) hemos usado que (X1, . . . , Xn) es una m.a.s. (variables inde-
pendientes) y la reproductividad de la Binomial, por lo que T ⇝ B(nk, p);

y en (∗∗) hemos usado que t = T (x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xi. En definitiva, hemos

obtenido que la distribución de la muestra condicionada a cualquier valor del
estad́ıstico no dependende del parámetro p, por lo que T es suficiente para p.

b) Si podemos usar el Teorema de factorización, escribimos la función masa de
probabilidad de la distribución conjunta de la muestra aleatoria simple:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
iid.
=

n∏
i=1

P [X = xi] =
n∏

i=1

(
k

xi

)
pxi(1− p)k−xi

= p

n∑
i=1

xi

(1− p)
nk−

n∑
i=1

xi
n∏

i=1

(
k

xi

)
Si tomamos:

h(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

(
k

xi

)
, T (X1, . . . , Xn) =

n∑
i=1

Xi, gp(t) = pt(1− p)nk−t
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Podemos aplicar el Teorema de Factorización de Neymann-Fisher, obteniendo
que T es un estad́ıstico suficiente para p.

Ejercicio 2.3.2. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable

X ⇝ {P(λ) : λ ∈ R+} y sea T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

Xi. Probar

a) usando la definición

b) aplicando el teorema de factorización

que T es suficiente para λ.

a) Notando T = T (X1, . . . , Xn), seguimos los mismos pasos que en el ejercicio
anterior:

Pλ[X1 = x1, . . . , Xn = xn | T = t] =
Pλ[X1 = x1, . . . , Xn = xn, T = t]

Pλ[T = t]

=

 0 si T (x1, . . . , xn) ̸= t
Pλ[X1 = x1, . . . , Xn = xn]

Pλ[T = t]
si T (x1, . . . , xn) = t

Y ahora nos interesamos por el segundo término, que es el que puede depender
de λ:

Pλ[X1 = x1, . . . , Xn = xn]

Pλ[T = t]
iid.
=

n∏
i=1

Pλ[X = xi]

Pλ[T = t]

(∗)
=

n∏
i=1

e−λλ
xi

xi!

e−nλ
(nλ)t

t!

=

e−nλ · λ
n∑

i=1
xi

n∏
i=1

xi!

e−nλ · n
tλt

t!
(∗∗)
=

t!

nt
n∏

i=1

xi!

Donde en (∗) usamos que T ⇝ P (nλ), por la reproductividad de la Poisson
y en (∗∗) usamos que t = T (x1, . . . , xn) =

∑n
i=1 xi. Obtenemos una cantidad

que no depende de λ, por lo que T es suficiente para λ.

b) Si podemos aplicar el Teorema de factorización, escribimos:

Pλ[X1 = x1, . . . , Xn = xn]
iid.
=

n∏
i=1

Pλ[X = xi] =
n∏

i=1

e−λλ
xi

xi!
= e−nλ · λ

n∑
i=1

xi

n∏
i=1

xi!

Si tomamos:

h(x1, . . . , xn) =
1

n∏
i=1

xi!
, T (X1, . . . , Xn) =

n∑
i=1

Xi, gλ(t) = e−nλ · λt

Por el Teorema de Factorización de Neymann-Fisher obtenemos que T es su-
ficiente para λ.
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Ejercicio 2.3.3. Sea (X1, X2, X3) una muestra aleatoria simple de una variable
X ⇝ {B(1, p) : p ∈ ]0, 1[}. Probar que el estad́ıstico X1+2X2+3X3 no es suficiente.

Consideramos el estad́ıstico T (X1, X2, X3) = X1+2X2+3X3. El espacio muestral de
X es X = {0, 1}, por lo que el espacio muestral de T es T = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sabe-
mos por un ejemplo visto en teoŕıa que el “truco” para demostrar que T (X1, X2, X3)
no es suficiente para p es buscar un valor del espacio muestral T que provenga de
varias combinaciones de estados del espacio muestral X 3. Como 0, 1, 2 solo provienen
de una combinación del espacio muestral X 3 (son (0, 0, 0), (1, 0, 0) y (0, 1, 0) respec-
tivamente), probamos buscar el contraejemplo con t = 3, que proviene de considerar
las observaciones de la muestra (1, 1, 0) y (0, 0, 1).

Una vez explicado el procedimiento para buscar cuál es el valor de t que funciona,
procedemos a probar que la distribución de la muestra condicionada a dicho valor
de t depende del parámetro p. Para ello:

Pp[X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3 | T = 3] =
Pp[X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3, T = 3]

Pp[T = 3]

=

 0 si T (x1, x2, x2) ̸= 3
Pp[X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3]

Pp[T = 3]
si T (x1, x2, x3) = 3

Vemos que el primer caso no puede depender nunca de p, por lo que buscamos probar
que el segundo caso śı que depende de p. Para ello:

Pp[X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3]

Pp[T = 3]
iid.
=

Pp[X = x1]Pp[X = x2]Pp[X = x3]

Pp[T = 3]

(∗)
=

px1(1− p)1−x1px2(1− p)1−x2px3(1− p)1−x3

Pp[X1 = 1, X2 = 1, X3 = 0] + Pp[X1 = 0, X2 = 0, X3 = 1]

=
px1(1− p)1−x1px2(1− p)1−x2px3(1− p)1−x3

p · p · (1− p) + (1− p)(1− p)p

Donde en (∗) he usado la propiedad reproductiva de la Binomial, por lo que T ⇝
B(3, p), aśı como que la condición t = 3 proveńıa de los valores (1, 1, 0) y (0, 0, 1).
Ahora, si tomamos (x1, x2, x3) = (1, 1, 0), tenemos que:

Pp[X1 = 1, X2 = 1, X3 = 0]

Pp[T = 3]
=

p1(1− p)0p1(1− p)0p0(1− p)1

p · p · (1− p) + (1− p)(1− p)p

=
pp(1− p)

pp(1− p) + (1− p)(1− p)p

=
p2(1− p)

p(1− p)�������: 1
(p+ 1− p)

= p

Que claramente depende de p, por lo que T no es suficiente para p.

Ejercicio 2.3.4. Aplicando el teorema de factorización, y basándose en una mues-
tra de tamaño arbitrario, encontrar un estad́ıstico suficiente para cada una de las
siguientes familias de distribuciones (en las familias biparamétricas, suponer los ca-
sos de sólo un parámetro desconocido y de los dos desconocidos).
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a) X ⇝ {U(−θ/2, θ/2) : θ > 0}

b) X ⇝ {Γ(p, a) : p, a > 0}

c) X ⇝ {β(p, q) : p, q > 0}

d) X ⇝ {PN1,N2 : N1, N2 ∈ N, N1 ⩽ N2} y la masa de probabilidad viene dada
por:

PN1,N2 [X = x] =
1

N2 −N1 + 1
x ∈ {N1, . . . , N2}

En lo que sigue, supondremos que tenemos una m.a.s. (X1, . . . , Xn) de variables
idénticamente distribuidas a la respectiva variable X:

a) Si X ⇝ U(−θ/2, θ/2) con θ > 0:

f(x1, . . . , xn)
iid.
=

n∏
i=1

f(xi) =
n∏

i=1

1

θ
=

1

θn
xi ∈ ]−θ/2, θ/2[ , ∀i ∈ {1, . . . , n}

Por lo que tendremos −θ/2 < X(1) ⩽ X(n) < θ/2:

f(x1, . . . , xn) =
1

θn
I]0,+∞[(X(1) + θ/2)I]−∞,0[(X(n) − θ/n)

Si tomamos:

h(x1, . . . , xn) = 1, T (X1, . . . , Xn) = (X(1), X(n))

gθ(t1, t2) =
1

θn
I]0,+∞[(t1 + θ/2)I]−∞,0[(t2 − θ/2)

Por el Teorema de factorización, tenemos que T (X1, . . . , Xn) es un estad́ıstico
suficiente para θ.

b) Si X ⇝ Γ(p, a) con p, a > 0:

f(x1, . . . , xn)
iid.
=

n∏
i=1

f(xi) =
n∏

i=1

ap

Γ(p)
xp−1
i e−axi =

(
ap

Γ(p)

)n

e
−a

n∑
i=1

xi
n∏

i=1

xp−1
i

=

(
ap

Γ(p)

)n

e
−a

n∑
i=1

xi

(
n∏

i=1

xi

)p−1

xi ⩾ 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}

Suponiendo que p es conocida, podemos tomar:

h(x1, . . . , xn) =

(
n∏

i=1

xi

)p−1

, T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

Xi

ga(t) =

(
ap

Γ(p)

)n

e−at

Suponiendo ahora que a es conocida:

h(x1, . . . , xn) = e
−a

n∑
i=1

xi

, T (X1, . . . , Xn) =
n∏

i=1

xi

gp(t) =

(
ap

Γ(p)

)n

tp−1
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Si ahora tanto p como a son desconocidas, podemos tomar:

h(x1, . . . , xn) = 1, T (X1, . . . , Xn) =

(
n∑

i=1

Xi,

n∏
i=1

Xi

)

g(a,p)(t1, t2) =

(
ap

Γ(p)

)n

e−at1tp−1
2

c) Si X ⇝ β(p, q) con p, q > 0:

f(x1, . . . , xn)
iid.
=

n∏
i=1

f(xi) =
n∏

i=1

1

β(p, q)
xp−1
i (1− xi)

q−1

=
1

β(p, q)n

(
n∏

i=1

xi

)p−1( n∏
i=1

(1− xi)

)q−1

xi ∈ [0, 1],∀i ∈ {1, . . . , n}

Si p es conocida, tomamos:

h(x1, . . . , xn) =

(
n∏

i=1

xi

)p−1

, T (X1, . . . , Xn) =
n∏

i=1

(1−Xi)

gq(t) =
1

β(p, q)n
tq−1

Si q es conocida:

h(x1, . . . , xn) =

(
n∏

i=1

(1− xi)

)q−1

, T (X1, . . . , Xn) =
n∏

i=1

Xi

gp(t) =
1

β(p, q)n
tp−1

Si tanto p como q son parámetros:

h(x1, . . . , xn) = 1, T (X1, . . . , Xn) =

(
n∏

i=1

Xi,
n∏

i=1

(1−Xi)

)
g(p,q)(t1, t2) =

1

β(p, q)n
tp−1
1 tq−1

2

d) Si X ⇝ PN1,N2 con N1, N2 ∈ N, N1 ⩽ N2, entonces:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
iid.
=

n∏
i=1

P [X = xi] =
n∏

i=1

1

N2 −N1 + 1

=
1

(N2 −N1 + 1)n
, xi ∈ {N1, . . . N2}

Como se tiene N1 ⩽ X(1) ⩽ X(n) ⩽ N2, entonces:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn] =
I−N0(X(1) −N1)IN0(X(n) −N2)

(N2 −N1 + 1)n
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Si N1 es conocido:

h(x1, . . . , xn) = I−N0(X(1) −N1), T (X1, . . . , Xn) = X(n)

gN2(t) =
IN0(t−N2)

(N2 −N1 + 1)n

Si N2 es conocida:

h(x1, . . . , xn) = IN0(X(n) −N2), T (X1, . . . , Xn) = X(1)

gN1(t) =
I−N0(t−N1)

(N2 −N1 + 1)n

Si tanto N1 como N2 son parámetros:

h(x1, . . . , xn) = 1, T (X1, . . . , Xn) =
(
X(1), X(n)

)
g(N1,N2)(t1, t2) =

I−N0(t1 −N1)IN0(t2 −N2)

(N2 −N1 + 1)n

Por lo que en cualquier caso obtenemos un estad́ıstico suficiente, por el Teo-
rema de Factorización.

Ejercicio 2.3.5. Sea X ⇝ {PN : N ∈ N}, siendo PN la distribución uniforme en los
puntos {1, . . . , N}, y sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de X. Probar
que máx(X1, . . . , Xn) es un estad́ıstico suficiente y completo.

Buscamos aplicar el Teorema de factorización de Neymann-Fisher:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
iid.
=

n∏
i=1

P [X = xi] =
n∏

i=1

1

N
, xi ∈ {1, . . . , N},∀i ∈ {1, . . . , n}

Por lo que 1 ⩽ X(1) ⩽ X(n) ⩽ N :

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn] =
IN0(X(1) − 1)I−N0(X(n) −N)

Nn

De donde podemos tomar:

h(x1, . . . , xn) = IN0(X(1) − 1), T (X1, . . . , Xn) = X(n)

gN(t) =
I−N0(t−N)

Nn

Por el Teorema de factorización de Neymann-Fisher, tenemos que el estad́ıstico
T (X1, . . . , Xn) = X(n) es suficiente. Comprobamos que también es completo: sea g
cualquier función medible, supongamos que (abreviaremos T (X1, . . . , Xn) = T ):

0 = E[g(T )] =
N∑
t=1

g(t)P [T = t] ∀N ∈ N

Calculamos la función masa de probabilidad de T :

FT (t) = (FX(t))
n =⇒ P [T = t] = P [T ⩽ t]−P [T ⩽ t−1] = (FX(t))

n−(FX(t− 1))n
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Como FX(t) =
t
N
, tenemos entonces que:

P [T = t] = (FX(t))
n − (FX(t− 1))n =

tn

Nn
− (t− 1)n

Nn
=

tn − (t− 1)n

Nn

Por lo que:

0 = E[g(T )] =
N∑
t=1

g(t)
tn − (t− 1)n

Nn
=

1

Nn

N∑
t=1

g(t)(tn − (t− 1)n) ∀N ∈ N

de donde:
N∑
t=1

g(t)(tn − (t− 1)n) = 0 ∀N ∈ N

Probemos por inducción sobre N que g(t) = 0 ∀t ∈ N:

Para N = 1: tenemos que:

g(1) = g(1)(1n − (1− 1)n) =
1∑

t=1

g(t)(tn − (t− 1)n) = 0

Supuesto que g(t) = 0 para t < N :

g(N)(Nn − (N − 1)n) =
N∑
t=1

g(t)(tn − (t− 1)n) = 0

Por lo que:

� g(N) = 0.

� Nn − (N − 1)n = 0, que es imposible, puesto que la potencia n−ésima es
una función estrictamente creciente en el intervalo [0,+∞[.

En definitiva, tenemos que:

N ⊆ {t : g(t) = 0}

Por lo que:

1 ⩾ P [g(T ) = 0] ⩾ P [T ∈ N] = 1 =⇒ P [g(T ) = 0] = 1

Lo que demuestra que X(n) es completo.

Ejercicio 2.3.6. Basándose en una muestra de tamaño arbitrario, obtener un es-
tad́ıstico suficiente y completo para la familia de distribuciones definidas por todas
las densidades de la forma

fθ(x) = eθ−x, x > θ

Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de tamaño n ∈ N:

fθ(x1, . . . , xn)
iid.
=

n∏
i=1

fθ(xi) =
n∏

i=1

eθ−xi = e
nθ−

n∑
i=1

xi

=
enθ

e

n∑
i=1

xi

, xi > θ ∀i ∈ {1, . . . , n}

42 losdeldgiim.github.io

https://losdeldgiim.github.io/


Inferencia Estad́ıstica 2.3. Suficiencia y completitud

Por lo que ha de ser θ < X(1):

fθ(x1, . . . , xn) =
enθ · I]−∞,0[(X(1) − θ)

e

n∑
i=1

xi

Si tomamos:

h(x1, . . . , xn) = e
−

n∑
i=1

xi

, T (X1, . . . , Xn) = X(1)

gθ(t) = enθ · I]−∞,0[(t− θ)

Por el Teorema de factorización de Neymann-Fisher tenemos que el estad́ıstico X(1)

es suficiente para θ. Comprobemos si es completo: sea g cualquier función medible,
suponemos que (y escribimos T = T (X1, . . . , Xn) para abreviar):

0 = E[g(T )] =

∫ +∞

θ

g(t)fT (t) dt ∀θ ∈ R

Como T = X(1), tenemos que:

FT (t) = 1− (1− Fθ(t))
n =⇒ fT (t) = n(1− Fθ(t))

n−1fθ(t)

donde:

Fθ(t) =

∫ t

θ

eθ−x dx =
[
−eθ−x

]t
θ
= 1− eθ−t, t > θ

por lo que:

fT (t) = n
(
eθ−t

)n−1
eθ−t = n

(
eθ−t

)n
, t > θ

volviendo al caso que nos interesa:

0 = E[g(T )] =

∫ +∞

θ

g(t)n
(
eθ−t

)n
dt = nenθ

∫ +∞

θ

g(t)e−nt dt ∀θ ∈ R

por lo que: ∫ +∞

θ

g(t)e−nt dt = 0 ∀θ ∈ R

Por simplicidad de cálculos, supondremos que g es continua, con lo que si G(t) es
una primitiva de g(t)e−nt, entonces:∫ +∞

θ

g(t)e−nt dt = ĺım
n→∞

∫ n

θ

g(t)e−nt dt = ĺım
n→∞

G(n)−G(θ) = 0 ∀θ ∈ R

Si derivamos ahora respecto a θ, tenemos que:

−g(θ)e−nθ = 0 ∀θ ∈ R

con lo que g(θ) = 0 ∀θ ∈ R. Es decir:

R ⊆ {t : g(t) = 0}

luego:
1 ⩾ P [g(T ) = 0] ⩾ P [T ∈ R] = 1 =⇒ P [g(T ) = 0] = 1

por lo que T es completo.
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Ejercicio 2.3.7. Comprobar que las siguientes familias de distribuciones son ex-
ponenciales uniparamétricas y, considerando una muestra aleatoria simple de una
variable con distribución en dicha familia, obtener, si existe, un estad́ıstico suficiente
y completo.

a) {B(k0, p) : 0 < p < 1}
Comprobamos todas las condiciones:

1. El espacio paramétrico es: ]0, 1[ ⊆ R.
2. El espacio muestral es X = {0, . . . , k0}, que no depende de p.

3. Para la tercera condición:

P [X = x]p =

(
k0
p

)
px(1− p)k0−x = exp

[
ln

((
k0
p

)
px(1− p)k0−x

)]
= exp

[
ln

(
k0
p

)
+ x ln p+ (k0 − x) ln(1− p)

]
= exp

[
ln

(
k0
p

)
+ x ln p+ k0 ln(1− p)− x ln(1− p)

]
= exp

[
ln

(
k0
p

)
+ k0 ln(1− p) + x ln

(
p

1− p

)]
Tomando:

T (x) = x, S(x) = 0

Q(p) = ln

(
p

1− p

)
, D(p) = ln

(
k0
p

)
+ k0 ln(1− p)

obtenemos la tercera condición.

Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ⇝ B(k0, p) con p ∈ ]0, 1[, el Teorema visto en teoŕıa para las familias de
distribuciones exponenciales nos dice que el estad́ıstico:

T = T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

T (Xi) =
n∑

i=1

Xi

es suficiente para p. Para ver que T es también completo, hemos de ver que
ImQ contiene un abierto de R:

Opción 1. Como Q : ]0, 1[ → R es continua, no constante y definida sobre
un intervalo, por el Teorema del Valor Intermedio su imagen ha de ser un
intervalo, que es un abierto de R, por lo que T es completo.

Opción 2.

ImQ =

{
ln

(
p

1− p

)
: p ∈ ]0, 1[

}
Si definimos la función f : ]0, 1[ → R+, tenemos que f es sobreyectiva
(de hecho es biyectiva):
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Está bien definida, puesto que si x ∈ ]0, 1[, entonces 1 − x > 0, con
lo que f(x) ∈ R+.

Sea y ∈ R+, tenemos que:

t

1− t
= y ⇐⇒ t = y(1−t) ⇐⇒ t = y−yt ⇐⇒ t(1+y) = y ⇐⇒ t =

y

y + 1
< 1

Por lo que f(t) = y con t ∈ ]0, 1[, con lo que f es sobreyectiva.

Por tanto, Imf = R+, de donde deducimos que:

ImQ =

{
ln

(
p

1− p

)
: p ∈ ]0, 1[

}
= {ln(f(p)) : p ∈ ]0, 1[} = ln(Imf) = ln(R+) = R

Como obviamente R contiene algún abierto de R, deducimos que T era
un estad́ıstico completo.

b) {P(λ) : λ > 0}
Comprobamos las condiciones:

1. El espacio paramétrico es R+ ⊆ R.
2. El espacio muestral es X = N ∪ {0}, que no depende de λ.

3. Para la tercera condición:

Pλ[X = x] = e−λλ
x

x!
= exp

[
ln

(
e−λλ

x

x!

)]
= exp[−λ+ x lnλ− ln(x!)]

Tomando:

T (x) = x, S(x) = − ln(x!)

Q(λ) = lnλ, D(λ) = −λ

obtenemos la tercera condición.

Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ⇝ P(λ) con λ ∈ R+, el Teorema visto en teoŕıa para las familias de
distribuciones exponenciales nos dice que el estad́ıstico:

T = T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

T (Xi) =
n∑

i=1

Xi

es suficiente para λ. Para ver que T es también completo, hemos de ver que
ImQ contiene un abierto de R. Como:

ImQ = {ln(λ) : λ ∈ R+} = ln(R+) = R

Tenemos que ImQ = R claramente contiene un abierto de R, por lo que T es
completo.

c) {BN(k0, p) : 0 < p < 1}
Comprobamos las condiciones:
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1. El espacio paramétrico es ]0, 1[ ⊆ R.
2. El espacio muestral es X = N ∪ {0}, que no depende de p.

3. Para la tercera condición:

Pp[X = x] =

(
x+ k0 − 1

x

)
(1− p)xpk0 = exp

[
ln

((
x+ k0 − 1

x

)
(1− p)xpk0

)]
= exp

[
ln

(
x+ k0 − 1

x

)
+ x ln(1− p) + k0 ln p

]
Tomando:

T (x) = x, S(x) = ln

(
x+ k0 − 1

x

)
Q(p) = ln(1− p), D(p) = k0 ln p

Obtenemos la tercera condición.

Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ⇝ BN(k0, p) con p ∈ ]0, 1[, el Teorema visto en teoŕıa para las familias
de distribuciones exponenciales nos dice que el estad́ıstico:

T = T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

T (Xi) =
n∑

i=1

Xi

es suficiente para p. Para ver que T es también completo, hemos de ver que
ImQ contiene un abierto de R. Como Q : ]0, 1[ → R es una función continua,
no constante y definida en un intervalo, tenemos que su imagen es un intervalo,
por lo que contiene abiertos de R, de donde T es completo.

d) {exp(λ) : λ > 0}
Comprobamos las condiciones:

1. El espacio paramétrico es R+ ⊆ R.
2. El espacio muestral es X = R+, que no depende de λ.

3. Para la tercera condición:

fλ(x) = λe−λx = exp
[
ln
(
λe−λx

)]
= exp [ln(λ)− λx]

Tomando:

T (x) = x, S(x) = 0

Q(λ) = −λ, D(λ) = ln(λ)

tenemos la tercera condición.

Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ⇝ exp(λ) con λ ∈ R+, el Teorema visto en teoŕıa para las familias de
distribuciones exponenciales nos dice que el estad́ıstico:

T = T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

T (Xi) =
n∑

i=1

Xi

46 losdeldgiim.github.io

https://losdeldgiim.github.io/


Inferencia Estad́ıstica 2.3. Suficiencia y completitud

es suficiente para λ. Para ver que T es también completo, hemos de ver que
ImQ contiene un abierto de R. Como Q : R+ → R es una función continua, no
constante y definida en un intervalo, tenemos que su imagen es un intervalo,
por lo que contiene abiertos de R, de donde T es completo.

Ejercicio 2.3.8. Estudiar si las siguientes familias de distribuciones son exponen-
ciales biparamétricas. En caso afirmativo, considerando una muestra aleatoria simple
de una variable con distribución en dicha familia, obtener, si existe, un estad́ıstico
suficiente y completo.

a) {Γ(p, a) : p, a > 0}
Comprobamos las condiciones:

1. El espacio paramétrico es R+ × R+ ⊆ R2.

2. El espacio muestral es R+, que no depende de p ni de a.

3. Para la tercera condición:

f(p,a)(x) =
ap

Γ(p)
xp−1e−ax = exp

[
ln

(
ap

Γ(p)
xp−1e−ax

)]
= exp

[
ln

(
ap

Γ(p)

)
+ (p− 1) lnx− ax

]
Tomando:

T1(x) = ln x, T2(x) = x, S(x) = 0

Q1(p, a) = (p− 1), Q2(p, a) = −a, D(p, a) = ln

(
ap

Γ(p)

)
Tenemos la tercera condición.

Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ⇝ Γ(p, a) con p, a ∈ R+, el Teorema visto en teoŕıa para las familias de
distribuciones exponenciales multiparamétricas nos dice que el estad́ıstico:

T = T (X1, . . . , Xn) =

(
n∑

i=1

T1(Xi),
n∑

i=1

T2(Xi)

)
=

(
n∑

i=1

ln(Xi),
n∑

i=1

Xi

)
es suficiente para (p, a). Para ver que T es también completo, hemos de ver que
ImQ contiene un abierto de R2, donde Q : (R+)

2 → R2, con Q = (Q1, Q2).
Para ello:

ImQ =
{
(p− 1,−a) : (p, a) ∈ (R+)

2
}
= {(x− 1, y) : x ∈ R+, y ∈ R−}

= ]−1,+∞[× R−

Como claramente ]−1,+∞[ × R− contiene un abierto de R2, tenemos que T
es completo.

Observemos que también podŕıamos haber tomado:

T (X1, . . . , Xn) =

(
n∏

i=1

Xi,
n∑

i=1

Xi

)
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b) {β(p, q) : p, q > 0}
Comprobamos las condiciones:

1. El espacio paramétrico es R+ × R+ ⊆ R2.

2. El espacio muestral es [0, 1], que no depende de p ni de q.

3. Para la tercera condición:

f(p,q)(x) =
1

β(p, q)
xp−1(1− x)q−1 = exp

[
ln

(
1

β(p, q)
xp−1(1− x)q−1

)]
= exp

[
ln

(
1

β(p, q)

)
+ (p− 1) lnx+ (q − 1) ln(1− x)

]
Tomando:

T1(x) = ln x, T2(x) = ln(1− x), S(x) = 0

Q1(p, q) = p− 1, Q2(p, q) = q − 1, D(p, q) = ln

(
1

β(p, q)

)
Tenemos la tercera condición.

Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de variables aleatorias idénticamente distribuidas
a X ⇝ β(p, q) con p, q ∈ R+, el Teorema visto en teoŕıa para las familias de
distribuciones exponenciales multiparamétricas nos dice que el estad́ıstico:

T = T (X1, . . . , Xn) =

(
n∑

i=1

T1(Xi),
n∑

i=1

T2(Xi)

)
=

(
n∑

i=1

ln(Xi),
n∑

i=1

ln(1−Xi)

)

es suficiente para (p, q). Para ver que T es también completo, hemos de ver que
ImQ contiene un abierto de R2, donde Q : (R+)

2 → R2, con Q = (Q1, Q2).
Para ello:

ImQ = {(p− 1, q − 1) : p, q ∈ R+} = ]−1,+∞[× ]−1,+∞[

Como claramente este conjunto contiene un abierto de R2, tenemos que T es
completo.
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2.4. Estimación puntual. Insesgadez y mı́nima va-

rianza

Ejercicio 2.4.1. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra de una variable X ⇝ N (µ, σ2) con
µ ∈ R, σ ∈ R+. Probar que

T (X1, . . . , Xn) =

{
1 si X ⩽ 0
0 si X > 0

es un estimador insesgado de la función paramétrica Φ
(

−µ
√
n

σ

)
, siendo Φ la función

de distribución de la N (0, 1).

Tenemos T (X1, . . . , Xn) = I]−∞,0](X). Como X ⇝ N (µ, σ2), sabemos por lo visto
en el Tema 1 que entonces:

X ⇝ N
(
µ,

σ2

n

)
de donde (escribiendo T = T (X1, . . . , Xn)):

T = I]−∞,0](X)⇝ B(1, P [X ⩽ 0])

estamos ya en condiciones de ver que T es insesgado para dicha función:

E[T ]
(∗)
= P [X ⩽ 0]

tipif.
= P

[
Z ⩽

−µ
√
n

σ

]
= Φ

(
−µ

√
n

σ

)
donde en (∗) usamos que conocemos bien la esperanza de una distribución Bernoulli.

Ejercicio 2.4.2. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de X ⇝ B(1, p)

con p ∈ ]0, 1[ y sea T =
n∑

i=1

Xi.

a) Probar que si k ∈ N y k ⩽ n, el estad́ıstico

T (T − 1) · . . . · (T − k + 1)

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

es un estimador insesgado de pk. ¿Es este estimador el UMVUE?.

b) Probar que si k > n, no existe ningún estimador insesgado para pk.

c) ¿Puede afirmarse que T
n

(
1− T

n

)2
es insesgado para p(1− p)2?

Veamos cada apartado:

a) Sea k ∈ N con k ⩽ n, definimos:

h(T ) =
T (T − 1) · . . . · (T − k + 1)

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)
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Veamos que h(T ) es insesgado para pk. En primer lugar, observemos que por
la reproductividad de la binomial T ⇝ B(n, p):

E[h(T )] =
E[T (T − 1) · . . . · (T − k + 1)]

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)
=

(n− k)!

n!
E[T (T−1)·. . .·(T−k+1)]

Calculamos ahora la esperanza:

E[T (T − 1) · . . . · (T − k + 1)] =
n∑

t=0

t(t− 1) · . . . · (t− k + 1)P [T = t]

=
n∑

t=0

t(t− 1) · . . . · (t− k + 1)

(
n

t

)
pt(1− p)n−t

=
n∑

t=k

t(t− 1) · . . . · (t− k + 1)

(
n

t

)
pt(1− p)n−t

=
n∑

t=k

t!

(t− k)!

n!

t!(n− t)!
pt(1− p)n−t

=
n∑

t=k

n!

(t− k)!(n− t)!
pt(1− p)n−t

si desarrollamos ahora los primeros términos, observamos que:

E[T (T − 1) · . . . · (T − k + 1)] =
n∑

t=k

n!

(t− k)!(n− t)!
pt(1− p)n−t

=
n!

(n− k)!
pk(1− p)n−k +

n!

(n− k − 1)!
pk+1(1− p)n−k−1 + . . .

donde podemos ver que podemos sacar factor común de la sumatoria ciertos
términos:

E[T (T − 1) · . . . · (T − k + 1)] =
n∑

t=k

n!

(t− k)!(n− t)!
pt(1− p)n−t

=
n! · pk

(n− k)!

n∑
t=k

pt−k(1− p)n−t (n− k)!

(t− k)!(n− t)!

=
n! · pk

(n− k)!

n−k∑
t=0

pt(1− p)n−k−t (n− k)!

t!(n− k − t)!

=
n! · pk

(n− k)!

n−k∑
t=0

(
n− k

t

)
pt(1− p)n−k−t

=
n! · pk

(n− k)!

n−k∑
t=0

P [S = t] =
n! · pk

(n− k)!
P [0 ⩽ S ⩽ n− k]

(∗)
=

n! · pk

(n− k)!

para cierta variable aleatoria S ⇝ B(n − k, p), donde en (∗) usamos que
P [0 ⩽ S ⩽ n− k] = 1. Ahora, vemos que:

E[h(T )] =
(n− k)!

n!

n!

(n− k)!
pk = pk
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por lo que h(T ) es insesgado para pk. Veamos ahora que h(T ) es un estimador.
Para ello, observamos primero que:

h(T ) =
T

n
· T − 1

n− 1
· . . . · T − k + 1

n− k + 1
=

k−1∏
j=0

T − j

n− j

Para cada j ∈ {0, . . . , k − 1}, observemos que T ∈ {0, . . . , n}, por lo que
T − j ∈ {−j, . . . , n− j} con j < k ⩽ n, de donde deducimos que:

T − j

n− j
∈ [−1, 1] =⇒

k−1∏
j=0

T − j

n− j
∈ [−1, 1]

Tenemos que ver finalmente que dicho producto es positivo, con lo que habre-
mos probado que h(T ) es un estimador. Para ello, si el prodcuto no fuera posi-
tivo es por la existencia de j ∈ {0, . . . , k−1} de forma que T − j < 0, es decir,
tenemos entonces que T ∈ {0, . . . , j − 1} supuesto que T = l ∈ {0, . . . , j − 1},
tendremos entonces que:

h(T ) =
k−1∏
j=0

T − j

n− j
=

(
l−1∏
j=0

T − j

n− j

)
T − l

n− l

(
k−1∏

j=l+1

T − j

n− j

)
= 0

es decir, siempre que un término del producto sea negativo el producto entero
se anula, por lo que siempre el producto es positivo, de donde h(T ) ∈ [0, 1],
por lo que h(T ) es un estimador.

Finalmente, como:

E
[
(h(T ))2

]
=

n∑
t=0

(h(t))2P [T = t] < ∞

y teńıamos que T era un estimador suficiente y completo (cuando vimos que
{B(1, p) : p ∈ ]0, 1[} era una familia exponencial), tenemos entonces que
E[h(T )/T ] = h(T ) es el UMVUE de pk.

b) Sea ahora k > n, veamos que no puede existir ningun estimador insesgado para
pk. Para ello, por reducción al absurdo, supongamos que h(T ) es un estimador
insesgado para pk, con lo que:

pk = E[h(T )] =
n∑

t=0

h(t)P [T = t] =
n∑

t=0

h(t)

(
n

t

)
pt(1− p)n−t

de donde:

1 =
n∑

t=0

h(t)

(
n

t

)
pt−k(1− p)n−t ∀p ∈ ]0, 1[

en particular, tomando p → 0, como t − k < 0 para todo t ∈ {0, . . . , k},
tenemos que:

1 = ĺım
p→0

n∑
t=0

h(t)

(
n

t

)
pt−k(1− p)n−t = ∞
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contradicción, con lo que para k > n no puede existir un estimador insesga-
do para pk. También podŕıamos haber justificado que son dos polinomios de
distinto grado, para llegar a contradicción.

c) Buscamos ahora comprobar si h(T ) = T
n

(
1− T

n

)2
es insesgado para p(1− p)2.

Resulta que esto no puede afirmarse para todos los valores de n y p. Como un
contraejemplo, para n = 3 resulta que tenemos:

E[h(T )] =
3∑

t=0

t

3

(
1− t

3

)2(
3

t

)
pt(1− p)3−t (∗)

=
2∑

t=1

t

3

(
1− t

3

)2(
3

t

)
pt(1− p)3−t

=
1

3

(
1− 1

3

)2(
3

1

)
p(1− p)2 +

2

3

(
1− 2

3

)2(
3

2

)
p2(1− p)

= p(1− p)

(
1

9
(1− p) +

2

9
p

)
= p(1− p)

(1 + p)

9
∀p ∈ ]0, 1[

donde en (∗) hemos usado que la función t 7→ t
n

(
1− t

n

)2
evaluada en 0 y 3 es

igual a cero. Observamos que:

E[h(T )] = p(1− p)
(1 + p)

9
= p(1− p)2 ⇐⇒ 1 + p

9
= 1− p

resultado que no es cierto para todo p ∈ ]0, 1[ (basta considerar p = 1/2), por
lo que dicho estimardor no es insesgado para p(1− p)2.

Ejercicio 2.4.3. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable
X ⇝ P(λ) con λ ∈ R+. Encontrar, si existe, el UMVUE para λs, siendo s ∈ N
arbitrario.

Veamos que T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

Xi es un estad́ıstico suficiente y completo. Para

ello, recordemos que {P(λ) : λ > 0} es una familia exponencial:

1. El espacio paramétrico es R+ ⊆ R.

2. El espacio muestral es X = N ∪ {0}, que no depende de λ.

3. Observamos que:

Pλ[X = x] = e−λλ
x

x!
= exp

[
ln

(
e−λλ

x

x!

)]
= exp (−λ+ x lnλ− ln(x!))

por lo que basta tomar:

Q(λ) = lnλ, T (x) = x D(λ) = −λ, S(x) = − ln(x!)

En consecuencia, por un Teorema visto en teoŕıa, tenemos que el estad́ıstico:

T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

T (Xi) =
n∑

i=1

Xi
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es suficiente y completo para λ. Observemos que por la reproductividad de la Poisson
tenemos que (notando T = T (X1, . . . , Xn)):

T ⇝ P

(
n∑

i=1

λ

)
≡ P(nλ)

Ahora, para buscar el UMVUE, buscamos una función h medible de forma que:

λs = E[h(T )] =
∑

t∈N∪{0}

h(t)P [T = t] =
∑

t∈N∪{0}

h(t)e−nλ (nλ)
t

t!

por lo que:

λsenλ =
∑

t∈N∪{0}

h(t)
(nλ)t

t!

y si aplicamos el desarrollo en serie de la exponencial, obtenemos:

λs
∑

t∈N∪{0}

(nλ)t

t!
= λsenλ =

∑
t∈N∪{0}

h(t)
(nλ)t

t!

si desarrollamos cada uno de los términos:

λs + λs+1n+
λs+2n2

2!
+ . . . = h(0) + h(1)(nλ) + . . .+ h(s)

(nλ)s

s!
+ . . .

observamos que tomando:

h(0) = . . . = h(s− 1) = 0, h(s) =
s!

ns

h(s+ 1) =
(s+ 1)!

ns
, . . . h(s+ k) =

(s+ k)!

nsk!

es decir:

h(T ) =

 0 si T < s
T !

ns(T − s)!
si T ⩾ s

tenemos que h(T ) es insesgado para λs. Es claro además que h(t) ∈ R+ para cual-
quier valor de t, con lo que h(T ) es un estimador de λs. Finalmente, observemos
que:

E
[
(h(T ))2

]
=

∑
t∈N∪{0}

(h(t))2P [T = t] =
∑
t⩾s

(
t!

ns(t− s)!

)2

e−nλ (nλ)
t

t!

=
1

nsenλ

∑
t⩾s

(nλ)tt!

((t− s)!)2

como:

(nλ)t+1(t+ 1)!

((t+ 1− s)!)2

(nλ)tt!

((t− s)!)2

=
(nλ)t+1(t+ 1)!((t− s)!)2

(nλ)tt!((t+ 1− s)!)2
=

nλ(t+ 1)

(t+ 1− s)2
→ 0 < 1
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por el Criterio del cociente, tenemos que:∑
t⩾s

(nλ)tt!

((t− s)!)2
< ∞ =⇒ E

[
(h(T ))2

]
=

1

nsenλ

∑
t⩾s

(nλ)tt!

((t− s)!)2
< ∞

en consecuencia, tenemos que h(T ) es un estimador insesgado para λs y de momento
de segundo orden finito y es función de un estad́ıstico suficiente y completo, con lo
que el Teorema de Lehmann-Scheffé nos dice que:

E[h(T )/T ] = h(T )

es un UMVUE para λs.

Ejercicio 2.4.4. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable
con distribución uniforme discreta en los puntos {1, . . . , N}, siendo N un número
natural arbitrario. Encontrar el UMVUE para N .

En el Ejercicio 2.3.5 vimos que T (X1, . . . , Xn) = X(n) era un estad́ıstico suficiente y
completo. Si notamos T = T (X1, . . . , Xn), tenemos que:

FT (t) = (FX(t))
n =⇒ P [T = t] = P [T ⩽ t]−P [T ⩽ t−1] = (FX(t))

n−(FX(t− 1))n

como FX(t) =
t
N

para t ∈ {1, . . . , N}, tenemos:

P [T = t] = (FX(t))
n − (FX(t− 1))n =

tn − (t− 1)n

Nn

Buscamos ahora una función h medible de forma que:

N = E[h(T )] =
N∑
t=1

h(t)P [T = t] =
N∑
t=1

h(t)
tn − (t− 1)n

Nn

Si desarrollamos la suma para h(t) = 1, observamos un comportamiento telescópico:

1

Nn

N∑
t=1

(tn − (t− 1)n) =
1

Nn
(Nn − (N − 1)n + (N − 1)n − (N − 2)n + . . .+ 2n − 1 + 1− 0)

=
Nn

Nn
= 1

No hemos obteniedo lo que queŕıamos, puesto que queŕıamos que el resultado de la
suma fuera Nn+1. Si tomamos sin embargo:

h(t) =
tn+1 − (t− 1)n+1

tn − (t− 1)n

tenemos entonces que:

E[h(T )] =
1

Nn

N∑
t=1

h(t)(tn − (t− 1)n) =
1

Nn

N∑
t=1

tn+1 − (t− 1)n+1

=
1

Nn
(Nn+1 − (N − 1)n+1 + (N − 1)n+1 + . . .+ 2n+1 − 1 + 1− 0)

=
Nn+1

Nn
= N

Por lo que el estad́ıstico h(T ) es insesgado para N . Nos falta comprobar si es un
estimador y si tiene momento de segundo orden finito:
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No es estimador, puesto que h(N) ⊈ N. Sin embargo, podemos realizar apro-
ximaciones y quedarnos con el natural más próximo. Es decir, no va a haber
un UMVUE pero podemos quedarnos con este estad́ıstico, que es aquello que
podemos conseguir más próximo a un UMVUE.

Para el momento de segundo orden, observamos que:

E[(h(T ))2] =
1

Nn

N∑
t=1

(h(t))2(tn − (t− 1)n) < ∞

al ser una suma finita.

Ejercicio 2.4.5. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X cuya función de densidad es de la forma

fθ(x) =
1

2
√
xθ

, 0 < x < θ

Calcular, si existe, el UMVUE para θ.

En primer lugar, buscamos un estad́ıstico suficiente y completo:

fθ(x1, . . . , xn)
iid.
=

n∏
i=1

fθ(xi) =
n∏

i=1

1

2
√
xiθ

=
1(

2
√
θ
)n n∏

i=1

1
√
xi

xi ∈ ]0, θ[

Si consideramos 0 < X(1) ⩽ X(n) < θ, podemos escribir:

fθ(x1, . . . , xn) =
I]0,+∞[(X(1) − 0) · I]−∞,0[(X(n) − θ)(

2
√
θ
)n n∏

i=1

1
√
xi

Tomando:

h(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

1
√
xi

, T (X1, . . . , Xn) = X(n)

gθ(t) =
I]0,+∞[(X(1) − 0) · I]−∞,0[(t− θ)(

2
√
θ
)n

por el Teorema de factorización de Neymann-Fisher tenemos que el estad́ıstico X(n)

es suficiente para θ. Notando T = X(n) para abreviar, calculamos la distribución de
T :

FT (t) = (FX(t))
n =⇒ fT (t) = n(FX(t))

n−1fθ(t)

Calculamos la distribución de X:

FX(t) =

∫ t

0

1

2
√
xθ

dx =
1

2
√
θ

∫ t

0

1√
x
dx =

√
t

θ
t ∈ ]0, θ[

Por lo que:

fT (t) = n(FX(t))
n−1fθ(t) = n

(√
t

θ

)n−1
1

2
√
tθ

=
n
(√

t
)n−2

2
(√

θ
)n t ∈ ]0, θ[
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Sea ahora h una función medible de forma que:

0 = E[h(T )] =

∫ θ

0

h(t)fT (t) dt =
n

2
(√

θ
)n ∫ θ

0

h(t)
(√

t
)n−2

dt ∀θ ∈ R+

tenemos entonces que:∫ θ

0

h(t)
(√

t
)n−2

dt = 0 ∀θ ∈ R+

Sea ahora H(t) una primitiva de h(t)
(√

t
)n−2

, tenemos entonces que:

H(θ)−H(0) = 0 ∀θ ∈ R+

por lo que derivando respecto a θ:

h(θ)
(√

θ
)n−2

= 0 ∀θ ∈ R+ =⇒ h(θ) = 0 ∀θ ∈ R+

En conclusión, tenemos que:

R+ ⊆ {t : h(t) = 0}

por lo que:

1 ⩾ P [h(T ) = 0] ⩾ P [T ∈ R+] = 1 =⇒ P [h(T ) = 0] = 1

lo que demustra que T es un estad́ıstico completo. Ahora, tratamos de buscar un
estimador insesgado para θ, que será nuestro candidato a UMVUE. Buscamos una
función medible h de forma que:

θ = E[h(T )] =
n

2
(√

θ
)n ∫ θ

0

h(t)
(√

t
)n−2

dt

Observemos que:∫ θ

0

(√
t
)n

dt =
2

n+ 2

[(√
t
)n+2

]θ
0

=
2

n+ 2

(√
θ
)n+2

=
2

n+ 2

(√
θ
)n

θ

Por lo que si tomamos:

h(t) =
n+ 2

n
· t

tenemos que:

E[h(T )] =

∫ θ

0

n+ 2

n
t
n

2

(√
t
)n−2(√
θ
)n dt =

n+ 2

2
(√

θ
)n ∫ θ

0

t
(√

t
)n−2

dt

=
n+ 2

2
(√

θ
)n ∫ θ

0

(√
t
)n

dt =
n+ 2

2
(√

θ
)n 2

n+ 2

(√
θ
)n

θ = θ ∀θ ∈ R+
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Por lo que h(T ) es insesgado para θ. Ahora, si t ∈ R+, tendremos entonces que:

h(t) =
n+ 2

n
· t ⩾ t ∈ R+ =⇒ h(t) ∈ R+

por lo que h(T ) es además un estimador. Si calculamos ahora:

E
[
(h(T ))2

]
=

n

2
(√

θ
)n ∫ θ

0

(h(t))2(
√
t)

n−2
dt

Tenemos la integral en un compacto de una función continua, por lo que sabemos
que E[(h(T ))2] < ∞. En conclusión, tenemos por el Teorema de Lehmann-Scheffé
que: E[h(T )/T ] = h(T ) es el UMVUE.

Ejercicio 2.4.6. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X con función de densidad

fθ(x) =
θ

x2
, x > θ > 0

Calcular, si existen, los UMVUE para θ y para 1/θ.

Calculamos en primer lugar un estad́ıstico suficiente y completo para θ:

fθ(x1, . . . , xn)
iid.
=

n∏
i=1

fθ(xi) =
n∏

i=1

θ · I]0,+∞[(X(1) − θ)

x2
i

= θn · I]0,+∞[(X(1) − θ)
n∏

i=1

1

x2
i

Tomando:

h(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

1

x2
i

, T (X1, . . . , Xn) = X(1)

gθ(t) = θn · I]0,+∞[(t− θ)

Podemos aplicar el Teorema de factorización de Neymann-Fisher, obteniendo que T
es suficiente para θ. Notando T = X(1) para abreviar, calculamos la distribución de
T :

FT (t) = 1− (1− FX(t))
n =⇒ fT (t) = n(1− FX(t))

n−1fθ(t)

Si calculamos:

FX(t) =

∫ t

θ

θ

x2
dx = θ

∫ t

θ

1

x2
dx = θ

[
−1

x

]t
θ

= θ

(
−1

t
+

1

θ

)
=

t− θ

t
t > θ

Tenemos que:

fT (t) = n

(
1− t− θ

t

)n−1
θ

t2
= n · θn

tn+1

Sea h una función medible de forma que:

0 = E[h(T )] =

∫ +∞

θ

h(t)fT (t) dt = ĺım
n→∞

∫ n

θ

h(t) · n · θn

tn+1︸ ︷︷ ︸
(∗)

dt ∀θ ∈ R+
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Sea H(t) una primitiva de (∗), tenemos entonces que:

0 = ĺım
n→∞

H(n)−H(θ) ∀θ ∈ R+

con lo que derivando respecto θ:

0 = h(θ) · n · θn

θn+1
= h(θ) · n

θ
=⇒ h(θ) = 0 ∀θ ∈ R+

Por lo que:
R+ ⊆ {t : h(t) = 0}

de donde:

1 ⩾ P [h(T ) = 0] ⩾ P [T ∈ R+] = 1 =⇒ P [h(T ) = 0] = 1

Luego tenemos que T es completo. Si calculamos la esperanza de T :

E[T ] =

∫ ∞

θ

t · n · θn

tn+1
dt =

∫ +∞

θ

nθn

tn
dt = nθn

∫ +∞

θ

1

tn
dt =

−nθn

n− 1

[
1

tn−1

]∞
θ

=
nθn

(n− 1)θn−1
=

nθ

n− 1

Por lo que tomando:

h(t) =
n− 1

n
· t

tenemos que:

E[h(T )] =
n− 1

n
E[T ] = θ

Es decir, h(T ) es un estad́ıstico insesgado para θ. Veamos que es estimador y que
tiene momento de segundo orden:

Si t ∈ R+, tenemos entonces que h(t) ∈ R+
0 para n > 1, por lo que h(T ) es

estimador.

Calculamos para n > 2:

E[(h(T ))2] =

∫ +∞

θ

(h(t))2
nθn

tn+1
dt =

(
n− 1

n

)2 ∫ +∞

θ

nθnt2

tn+1
dt

= nθn
(
n− 1

n

)2 ∫ +∞

θ

1

tn−1
dt = nθn

(
n− 1

n

)2 [
1

(−n+ 2)tn−2

]+∞

θ

= nθn
(
n− 1

n

)2
1

(n− 2)θn−2
=

(
n− 1

n

)2
n

(n− 2)
θ2 < ∞

Por lo que h(T ) = n−1
n

· t es UMVUE para θ. Si buscamos ahora un UMVUE para
1/θ, observamos que tomando h(t) = n+1

n
· 1
t
, tenemos que:

E[h(T )] =

∫ +∞

θ

h(t)
nθn

tn+1
dt = (n+ 1)θn

∫ +∞

θ

1

tn+2
dt = (n+ 1)θn

[
1

−(n+ 1)tn+1

]+∞

θ

=
θn

θn+1
=

1

θ

por lo que h(T ) es insesgado para T . Observamos además que:
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Si t ∈ R+, entonces h(t) ∈ R+, por lo que h(T ) es un estimador.

Calculamos si n+ 3 > 1:

E[(h(T ))2] =

∫ +∞

θ

(h(t))2
nθn

tn+1
dt =

θn(n+ 1)2

n

∫ +∞

θ

1

tn+3
dt

=
θn(n+ 1)2

n

[
1

−(n+ 2)tn+2

]+∞

θ

=
(n+ 1)2

n(n+ 2)θ2
< ∞

Aplicando el Teorema de Lehmann-Scheffé, tenemos que E[h(T )/T ] = h(T ) es UM-
VUE para 1/θ.

Ejercicio 2.4.7. Sea X ⇝ Pθ siendo Pθ una distribución con función de densidad

fθ(x) = eθ−x, x ⩾ θ

Dada una muestra aleatoria simple de tamaño arbitrario, encontrar los UMVUE de
θ y de eθ.

Calculamos en primer lugar un estad́ıstico suficiente y completo para θ:

fθ(x1, . . . , xn)
iid.
=

n∏
i=1

fθ(xi) =
n∏

i=1

eθ−xi ·I[0,+∞[(X(1)−θ) = I[0,+∞[(X(1)−θ)enθ
n∏

i=1

e−xi

Tomando:

h(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

e−xi , T (X1, . . . , Xn) = X(1)

gθ(t) = I[0,+∞[(t− θ) · enθ

Tenemos por el Teorema de factorización de Neymann-Fisher que T = X(1) es sufi-
ciente para θ. Calculamos la distribución de T :

FT (t) = 1− (1− FX(t))
n =⇒ fT (t) = n(1− FX(t))

n−1fθ(t)

Si calculamos:

FX(t) =

∫ t

θ

eθ−x dx = eθ
∫ t

θ

e−x dx = eθ[−e−x]tθ = eθ
(
e−θ − e−t

)
= 1− eθ−t, t ⩾ θ

Tenemos entonces que:

fT (t) = n
(
eθ−t

)n−1
eθ−t = n

(
eθ−t

)n
Sea h una función medible de forma que:

0 = E[h(T )] =

∫ +∞

θ

h(t)n
(
eθ−t

)n
dt = nenθ

∫ +∞

θ

h(t)e−nt dt ∀θ ∈ R

Tenemos entonces que:

0 = ĺım
n→∞

∫ n

θ

h(t)e−nt dt ∀θ ∈ R
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Sea H(t) una primiriva de h(t)e−nt, tenemos que:

0 = ĺım
n→∞

H(n)−H(θ) ∀θ ∈ R

derivando respecto θ obtenemos:

0 = −h(θ)e−nθ =⇒ h(θ) = 0 ∀θ ∈ R

Por lo que:
R ⊆ {t : h(t) = 0}

de donde deducimos que T es completo:

1 ⩾ P [h(t) = 0] ⩾ P [T ∈ R] = 1 =⇒ P [h(t) = 0] = 1

Buscamos ahora un estad́ıstico insesgado para θ, es decir, buscamos una función h
medible de forma que:

θ = E[h(T )] =

∫ +∞

θ

h(t)n(eθ−t)
n
dt = nenθ

∫ +∞

θ

h(t)e−nt dt

Sea H(t) una primitiva de h(t)e−nt, tenemos entonces que:

θ = nenθ
(
ĺım
n→∞

H(n)−H(θ)
)
=⇒ θ

nenθ
=
(
ĺım
n→∞

H(n)−H(θ)
)

y si derivamos a ambos lados:

e−nθ

n
− θe−nθ = −h(θ)e−nθ =⇒ h(θ) = θ − 1

n

Por lo que si tomamos:

h(T ) = T − 1

n

Tenemos que E[T ] = θ, con lo que h(T ) es insesgado para θ. Además, se trata de
un estimador (puesto que el espacio paramétrico es R). Finalmente, vemos que:

E[(h(T ))2] =

∫ +∞

θ

(h(t))2n
(
eθ−t

)n
dt = nenθ

∫ +∞

θ

(
t2 +

1

n2
− 2t

n

)
e−nt dt

calculamos la integral a parte:∫ +∞

θ

(
t2 +

1

n2
− 2t

n

)
e−nt dt =

{
u = (t− 1/n)2 du = 2t− 2/n
dv = e−nt v = −e−nt/n

}
=

[
−(t− 1/n)2e−nt

n

]+∞

θ

+
1

n

∫ +∞

θ

(2t− 2/n)e−nt dt

tenemos que: [
−(t− 1/n)2e−nt

n

]+∞

θ

< ∞
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y volvemos a calcular a parte:∫ +∞

θ

(2t− 2/n)e−nt dt =

{
u = 2t− 2/n du = 2
dv = e−nt v = −e−nt/n

}
=

[
−(2t− 2/n)e−nt

n

]+∞

θ

+
2

n

∫ +∞

θ

e−nt dt

tenemos que: [
−(2t− 2/n)e−nt

n

]+∞

θ

< ∞

y también que:

2

n

∫ +∞

θ

e−nt dt =
2

n

[
−e−nt

n

]+∞

θ

< ∞

En definitiva, E[(h(T ))2] < ∞, por lo que aplicando el Teorema de Lehmann-Scheffé,
obtenemos que E[h(T )/T ] = h(T ) es UMVUE.

Si buscamos ahora un estad́ıstico insesgado para eθ, sea h una función medible de
forma que:

eθ = E[h(T )] =

∫ +∞

θ

h(t)n(eθ−t)
n
dt = nenθ

∫ +∞

θ

h(t)e−nt dt

Sea H(t) una primitiva de h(t)e−nt tenemos entonces que:

eθ = nenθ
(
ĺım
n→∞

H(n)−H(θ)
)
=⇒ eθ(1−n)

n
= ĺım

n→∞
H(n)−H(θ)

y si derivamos a ambos lados:

(1− n)eθ(1−n)

n
= −h(θ)e−nθ =⇒ h(t) =

n− 1

n
et

Obtenemos que claramente h(T ) es estimador, aśı como que:

E[(h(T ))2] =

∫ +∞

θ

(
n− 1

n

)2

e2tnenθ−nt dt =

(
n− 1

n

)2

nenθ
∫ +∞

θ

e(2−n)t dt

=
1

2− n

[
e(2−n)t

]∞
θ

=
e(2−n)θ

n− 2
< ∞ si n > 2

Por lo que aplicando el Teorema de Lehmann-Scheffé, obtenemos que E[h(T )/T ] =
h(T ) es UMVUE para eθ.

Ejercicios de estimadores eficientes

Ejercicio 2.4.8. Sea X la variable que describe el número de fracasos antes del
primer éxito en una sucesión de pruebas de Bernoulli con probabilidad de éxito
θ ∈ ]0, 1[, y sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de X.
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a) Probar que la familia de distribuciones de X es regular y calcular la función
de información asociada a la muestra.

Según el enunciado, “X modela el número de fracasos antes del primer éxito
en una sucesión de pruebas de Bernoulli con probabilidad de éxito θ ∈ ]0, 1[”,
por lo que X sigue una distribución geométrica con probabilidad de éxito θ,
X ⇝ G(θ), θ ∈ ]0, 1[. Para ver que la familia de distribuciones de X es regular:

i) El espacio paramétrico es Θ = ]0, 1[, un intervalo abierto de R.
ii) El espacio muestral es X = N ∪ {0}, que no depende de θ.

iii) Para comprobar la tercera condición, recordamos que la función masa de
probabilidad viene dada por:

Pθ[X = x] = (1− θ)xθ

que es derivable respecto θ. Calculamos la derivada del logaritmo de la
función masa de probabilidad:

lnPθ[X = x] = ln ((1− θ)xθ) = x ln(1− θ) + ln θ

∂ lnPθ[X = x]

∂θ
=

−x

1− θ
+

1

θ
=

1− θ − xθ

θ(1− θ)

Y si calculamos su esperanza:

E

[
1− θ −Xθ

θ(1− θ)

]
=

1− θ − θE[X]

θ(1− θ)

(∗)
=

1− θ − (1− θ)

θ(1− θ)
= 0

donde en (∗) usamos que E[X] = 1−θ
θ
. En definitiva, se cumple también

la tercera condición de las familias exponenciales.

Calculamos ahora la función de información asociada a la muestra:

IX(θ) = V ar

(
1− θ −Xθ

θ(1− θ)

)
=

θ2

θ2(1− θ)2
V ar(X)

(∗)
=

1− θ

(1− θ)2θ2
=

1

θ2(1− θ)

donde en (∗) hemos usado que V ar(X) = 1−θ
θ2

.

b) Especificar la clase de funciones paramétricas que admiten estimadores eficien-
tes y los correspondientes estimadores.

Una vez que sabemos que la familia es exponencial y que 0 < IX(θ) < ∞, lo
que hacemos es buscar las funciones a(θ) y g(θ) que se usan en el enunciado
del Teorema de caracterización de los estimadores eficientes. Para ello:

∂ lnPθ[X1 = x1, . . . , Xn = xn]

∂θ
=

n∑
i=1

∂ lnPθ[X = xi]

∂θ
=

n∑
i=1

(
1− θ − xiθ

θ(1− θ)

)

=

n(1− θ)− θ
n∑

i=1

xi

θ(1− θ)
=

n∑
i=1

xi − n(1−θ)
θ

θ − 1
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Por lo que tomando:

T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

Xi, g(θ) =
n(1− θ)

θ
, a(θ) =

1

θ − 1

Tenemos que a(θ) ̸= 0 ∀θ ∈ ]0, 1[, que g es derivable, con:

g′(θ) =
−n

θ2
̸= 0 ∀θ ∈ ]0, 1[

Además, observamos que:

a(θ)g′(θ) =
−n

θ2(θ − 1)
=

n

θ2(1− θ)
= nIX(θ) = I(X1,...,Xn)(θ) ∀θ ∈ ]0, 1[

Aśı como que T es un estimador, pues:

T (]0, 1[) = ]0, n[ = g(]0, 1[)

Finalmente, por un Corolario visto en teoŕıa sabemos que las únicas funciones
paramétricas que admiten estimadores eficientes son de la forma:

a · n(1− θ)

θ
+ b, a, b ∈ R, a ̸= 0

y que sus estimadores eficientes son de la forma:

a ·
n∑

i=1

Xi + b

c) Calcular la varianza de cada estimador eficiente y comprobar que coincide con
las correspondiente cota de Fréchet-Cramér-Rao.

Si calculamos ahora la varianza de T = a ·
n∑

i=1

Xi y la cota de Fréchet-Cramér-

Rao:

V ar(T ) = V ar

(
a ·

n∑
i=1

Xi + b

)
indep.
= a2

n∑
i=1

V ar(Xi) = a2
n∑

i=1

(
1− θ

θ2

)
=

a2n(1− θ)

θ2

(ag′(θ))2

I(X1,...,Xn)(θ)
=

(−an
θ2

)2
n

θ2(1−θ)

=
a2n(1− θ)

θ2

d) Calcular, si existen, los UMVUE para Pθ[X = 0] y para Eθ[X] y decir si son
eficientes.

Ejercicio 2.4.9. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X con distribución exponencial.
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a) Probar que la familia de distribuciones de X es regular.

Supuesto que X ⇝ exp(λ) con λ ∈ R+, la función de densidad de X viene
dada por:

fλ(x) = λe−λx x ⩾ 0

Y se cumple:

E[X] =
1

λ
, V ar(X) =

1

λ2

Comprobamos cada una de las propiedades:

i) El espacio paramétrico es Θ = R+, intervalo abierto de R.
ii) El espacio muestral es R+

0 , que no depende de λ.

iii) Para la tercera, observamos que fλ es derivable respecto λ, con:

ln fλ(X) = ln
(
λe−λX

)
= lnλ− λX =⇒ ∂ ln fλ(X)

∂λ
=

1

λ
−X

Y si calculamos:

E

[
∂ ln fλ(X)

∂λ

]
= E

[
1

λ
−X

]
=

1

λ
− E[X] =

1

λ
− 1

λ
= 0

b) Encontrar la clase de funciones paramétricas que admiten estimador eficiente
y el estimador correspondiente. Calcular la varianza de estos estimadores.

Calculamos primero la función de información de Fisher:

IX(λ) = V ar

(
∂ ln fλ(X)

∂λ

)
= V ar

(
1

λ
−X

)
= V ar(X) =

1

λ2

que como vemos verifica 0 < IX(λ) < ∞. Buscamos ahora las funciones a y g:

∂ ln fn
λ (x1, . . . , xn)

∂λ
=

n∑
i=1

∂ ln fλ(xi)

∂λ
=

n∑
i=1

(
1

λ
− xi

)
=

n

λ
−

n∑
i=1

xi = −

(
n∑

i=1

xi −
n

λ

)
Por lo que tomando:

T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

Xi, g(λ) =
n

λ
, a(λ) = −1

Tenemos que a(λ) ̸= 0 ∀λ ∈ R+, que g es derivable con:

g′(λ) =
−n

λ2
̸= 0 ∀λ ∈ R+

y que T es un estimador, pues T (R+) = R+ = g(R+). Finalmente, falta
comprobar que:

a(λ)g′(λ) =
n

λ2
= nIX(λ) = I(X1,...,Xn)(λ)

Por lo que podemos deducir ya por el Teorema de caracterización de los esti-
madores eficientes que T es un estimador eficiente. Más aún, por un Corolario
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del mismo, tenemos que las únicas funciones paramétricas de dicha familia que
admiten estimadores eficientes son de la forma:

a · n
λ
+ b, a, b ∈ R a ̸= 0

y que dichos estimadores son a · T + b. Nos disponemos a calcular la varianza
de estos estimadores:

V ar (a · T + b) = a2V ar

(
n∑

i=1

Xi

)
= a2

n∑
i=1

V ar(X) = a2
n∑

i=1

(
1

λ2

)
=

na2

λ2

Veamos que coincide con la cota de Fréchet-Cramér-Rao, para comprobar nues-
tro trabajo calculando la familia de estimadores eficientes:

(ag′(λ))2

I(X1,...,Xn)(λ)
=

(−an
λ2

)2
n
λ2

=
na2

λ2
= V ar(a · T + b)

c) Basándose en el apartado anterior, encontrar el UMVUE para la media de X.

Como ya sabemos que T =
n∑

i=1

Xi es un estimador eficiente para g(λ), tenemos

automáticamente que T es suficiente. Para ver que T es completo, sea Q una
primitiva de a, podemos tomar Q(λ) = −λ, tenemos que claramente Q(R+)
contiene un abierto de R, por lo que T es completo.

Como en el apartado anterior vimos que T es eficiente para g(λ) = n
λ
, tenemos

entonces que T
n
es eficiente para g̃(λ) = g(λ)

n
= 1

λ
. Como la correspondencia

t 7→ t
n
es biuńıvoca, T

n
también será suficiente y completo (para ver que es

completo no hace falta que la corresponencia sea uńıvoca). Por un Corolario
del Teorema de caracterización de estimadores eficientes tenemos que T es
UMVUE para 1

λ
= E[X].

d) Dar la cota de Fréchet-Cramér-Rao para la varianza de estimadores insesgados
y regulares de λ3. ¿Es alcanzable dicha cota?

Si tomamos g(λ) = λ3, la cota de Fréchet-Cramér-Rao tiene la forma:

(g′(λ))2

I(X1,...,Xn)(λ)
=

(3λ2)
2

n
λ2

=
9λ6

n

y como g(λ) no es de la forma a · n
λ
+ b, para ciertos a, b ∈ R, sabemos que esta

cota no es alcanzable.

Ejercicio 2.4.10. Sea X una variable aleatoria con función de densidad de la forma

fθ(x) = θxθ−1, 0 < x < 1

a) Sabiendo que Eθ[lnX] = −1
θ
y V arθ[lnX] = 1

θ2
, comprobar que esta familia

de distribuciones es regular.

Veamos las propiedades, suponiendo que θ > 0.
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i) El espacio paramétrico es Θ = R+, intervalo abierto de R.
ii) El espacio muestral es X = ]0, 1[, que no depende de θ.

iii) La función de densidad es derivable respecto θ, calculamos la derivada
del logaritmo de la función de densidad:

ln fθ(X) = ln(θXθ−1) = ln θ+(θ−1) lnX =⇒ ∂ ln fθ(X)

∂θ
=

1

θ
+lnX

Con lo que:

E

[
∂ ln fθ(X)

∂θ

]
= E

[
1

θ
+ lnX

]
=

1

θ
+ E[lnX] =

1

θ
− 1

θ
= 0

b) Basándose en una muestra aleatoria simple de X, dar la clase de funciones
paramétricas con estimador eficiente, los estimadores y su varianza.

Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de X, en primer lugar calcula-
mos la función de información de Fisher:

IX(θ) = V ar

(
∂ ln fθ(X)

∂θ

)
= V ar

(
1

θ
+ lnX

)
= V ar (lnX) =

1

θ2

y observamos que 0 < IX(θ) < ∞. Ahora, buscamos las funciones g y a:

∂ ln fn
θ (x1, . . . , xn)

∂θ
=

n∑
i=1

∂ ln fθ(xi)

∂θ
=

n∑
i=1

(
1

θ
+ lnxi

)
=

n

θ
+

n∑
i=1

lnxi

Tomando:

T (X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

lnXi, g(θ) =
−n

θ
, a(θ) = 1

tenemos que a(θ) ̸= 0 para todo θ ∈ R+, que g es derivable con:

g′(θ) =
n

θ2
̸= 0 ∀θ ∈ R+

además de que T es un estimador, puesto que:

T ((]0, 1[)n) ⊆ ]−∞, 0[ = g(R+)

Comprobemos que:

a(θ)g′(θ) =
n

θ2
= nIX(θ) = I(X1,...,Xn)(θ)

Por lo que T es un estimador eficiente para g(θ) = −n
θ
, luego las únicas fun-

ciones paramétricas que admiten estimadores eficientes son las de la forma:

a · −n

θ
+ b, a, b ∈ R, a ̸= 0
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cuyos estimadores eficientes son:

a · T + b

Calculemos sus varianzas y veamos que coinciden con la cota de Fréchet-
Cramér-Rao:

V ar(a · T + b) = a2V ar

(
n∑

i=1

lnXi

)
indep.
= a2

n∑
i=1

V ar(lnXi) = a2
n∑

i=1

1

θ2
=

a2n

θ2

(ag′(θ))2

I(X1,...,Xn)(θ)
=

(an
θ2
)2

n
θ2

=
a2n

θ2
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2.5. Estimación de máxima verosimilitud y otros

métodos

Ejercicio 2.5.1. Sea X ⇝ Pθ con θ ∈ R siendo Pθ una distribución con función de
densidad

fθ(x) = eθ−x, x ⩾ θ

Dada una muestra aleatoria simple de tamaño n, encontrar los estimadores máximo
verośımiles de θ y de eθ. Basándose en los resultados del Ejercicio 2.4.7, decir si estos
estimadores son insesgados.

Sea (X1, . . . , Xn) una m.a.s. de X ⇝ Pθ, tenemos que:

fn
θ (x1, . . . , xn)

iid.
=

n∏
i=1

fθ(xi) =
n∏

i=1

eθ−x = e
nθ−

n∑
i=1

xi

∀xi ⩾ θ

Por lo que si consideramos x(1) = mı́n
i∈{1,...,n}

{xi}:

Lx1,...,xn(θ) = fn
θ (x1, . . . , xn) =

{
e
nθ−

n∑
i=1

xi

si θ ⩽ x(1)

0 en otro caso

Observamos que Lx1,...,xn(θ) es una función creciente en
]
−∞, x(1)

]
, por lo que al-

canza su máximo en x(1). Como el espacio paramétrico es Θ = R, tenemos que
T (X1, . . . , Xn) = X(1) es un estimador de θ, con lo que es el EMV, al maximizar la
función de verosimilitud. Además, el Teorema de Zehna nos dice que:

êθ = eθ̂ = eX(1)

Por lo que eX(1) es EMV para eθ.

Buscamos ahora razonar si los estimadores obtenidos son o no insesgados, a partir de
los resultados del Ejercicio 2.4.7. Si suponemos que los EMVs que hemos obtenido
son insesgados, vimos anteriormente en dicho ejercicio que el mı́nimo era suficiente
y completo, por lo que tendŕıamos una función del suficiente y completo que es
insesgada. Si comprobamos que también tiene momento de segundo orden finito y
que es estimador (hágase), tendŕıamos que es un UMVUE distinto al anterior, pero
la unicidad del UMVUE nos dice que estos han de ser iguales, contradicción que
viene de suponer que los EMVs son insesgados.

Ejercicio 2.5.2. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra aleatoria simple de una variable
aleatoria X con distribución exponencial. Basándose en los resultados del Ejerci-
cio 2.4.9, encontrar los estimadores máximo verośımiles de la media y de la varianza
de X.

Sea X ⇝ exp(λ) con λ ∈ R+, nos piden encontrar EMVs para:

E[X] =
1

λ
, V ar(X) =

1

λ2
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En el Ejercicio 2.4.9 obtuvimos que las únicas funciones paramétricas de dicha fa-
milia de distribuciones que admiten estimadores eficientes son las de la forma:

a · n
λ
+ b a, b ∈ R, a ̸= 0

y sus estimadores eficientes son:

a ·
n∑

i=1

Xi + b

Tomando a = 1
n
, b = 0, obtenemos que el estimador T =

n∑
i=1

Xi

n
es eficiente para

E[X] = 1/λ, por lo que un Teorema visto en teoŕıa nos asegura que T es el único
EMV que podemos considerar para 1/λ. Para 1/λ2 podemos aplicar el Teorema de
Zehna, obteniendo:

̂V ar(X) =

(̂
1

λ2

)
=

1(
λ̂
)2 =

n(
n∑

i=1

Xi

)2

que es estimador, luego es EMV.

Ejercicio 2.5.3. Sea X una variable aleatoria con función de densidad de la forma

fθ(x) = θxθ−1, 0 < x < 1

a) Calcular un estimador máximo verośımil para θ.

Maximizamos la función de verosimilitud de θ:

Lx1,...,xn(θ) = fn
θ (x1, . . . , xn)

iid.
=

n∏
i=1

fθ(xi) =
n∏

i=1

θxθ−1
i = θn

n∏
i=1

xθ−1
i

Si aplicamos logaritmo no cambia la abscisa a maximizar:

lnLx1,...,xn(θ) = n ln θ + (θ − 1)
n∑

i=1

lnxi

hayamos los puntos cŕıticos:

∂ lnLx1,...,xn(θ)

∂θ
=

n

θ
+

n∑
i=1

lnxi =

n+ θ
n∑

k=1

lnxi

θ
= 0 ⇐⇒ θ =

−n
n∑

k=1

lnxi

Por lo que tomando:

θ̂(X1, . . . , Xn) =
−n

n∑
i=1

lnXi

tenemos que θ̂ es un estimador de θ, luego es EMV para θ.

69 losdeldgiim.github.io

https://losdeldgiim.github.io/


Inferencia Estad́ıstica 2.5. Estimación de máxima verosimilitud y otros métodos

b) Deducir dicho estimador a partir de los resultados del Ejercicio 2.4.10.

En el Ejercicio 2.4.10 vimos que las únicas funciones paramétricas que admiten
un estimador eficiente son las de la forma:

a · −n

θ
+ b a, b ∈ R, a ̸= 0

y sus estimadores eficientes son:

a ·
n∑

i=1

lnXi + b

Tomando a = −1
n
, b = 0, tenemos que el estimador:

T =

n∑
i=1

Xi

−n

es eficiente para 1
θ
, por lo que T es el EMV de θ. Si aplicamos el Teorema de

Zehna, tenemos que: (̂
1

θ

)
=

1

θ̂
=⇒ θ̂ =

1(̂
1
θ

) =
−n

n∑
i=1

lnXi

Observamos que obtenemos el mismo resultado que en el primer apartado.

Ejercicio 2.5.4. Sea (X1, . . . , Xn) una muestra de una variable X ⇝ B(k0, p) para
cierto k0 ∈ N y p ∈ ]0, 1[. Estimar, por máxima verosimilitud y por el método de los
momentos, el parámetro p y la varianza de X.

Aplicación: Se lanza 10 veces un dado cargado y se cuenta el número de veces que sale
un 4. Este experimento se realiza 100 veces de forma independiente, obteniéndose
los siguientes resultados:

nº de 4 0 1 2 3
frecuencia 84 15 1 0

Estimar, a partir de estos datos, la probabilidad de salir un cuatro.

Por máxima verosimilitud. Tenemos:

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn]
iid.
=

n∏
i=1

P [X = xi] =
n∏

i=1

(
k0
xi

)
pxi(1− p)k0−xi

= p

n∑
i=1

xi

(1− p)
nk0−

n∑
i=1

xi
n∏

i=1

(
k0
n

)
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Por lo que:

lnLx1,...,xn(p) = ln p
n∑

i=1

xi + ln(1− p)

(
nk0 −

n∑
i=1

xi

)
+

n∑
k=1

ln

(
k0
n

)
Luego:

∂ lnLx1,...,xn(p)

∂p
=

1

p

n∑
i=1

xi −
1

1− p

(
nk0 −

n∑
i=1

xi

)
=

(1− p)
n∑

i=1

xi − pnk0 + p
n∑

i=1

xi

p(1− p)

=

n∑
i=1

xi − pnk0

p(1− p)
= 0 ⇐⇒ p =

n∑
i=1

xi

nk0

Como
n∑

i=1

xi ⩽ nk0, tenemos entonces que p ∈ [0, 1], por lo que esta fórmula

nos dará una estimador, con lo que el EMV es:

p̂ =
1

nk0

n∑
i=1

Xi =
1

k0
X

Para V ar(X) = k0p(1− p), si aplicamos el Teorema de Zehna tenemos que:

̂V ar(X) = ̂k0p(1− p) = k0p̂(1−p̂) =
1

n

n∑
i=1

Xi

(
1− 1

nk0

n∑
i=1

Xi

)
= X

(
1− 1

k0
X

)
Por el método de los momentos. Por el método de los momentos:

k0p = E[X] = X = 1
n

n∑
i=1

Xi

k0p(1− p) = V ar(X) = 1
n

(
n∑

k=1

X2
i −X

2
)

Del primero de ducimos que:

p̂ =
1

nk0

n∑
i=1

Xi =
1

k0
X

Y del segundo que:

̂V ar(X) =
1

n

(
n∑

k=1

X2
i −X

2

)
Para estimar a partir de los datos mencionados la probabilidad de salir un cuatro,
lo que hacemos primero es considerar:

Y ≡ “Número de veces que sale un 4 en 10 tiradas del dado”⇝ B(10, p)

donde estimaremos el valor de p mediante la estimación obtenida:

p =
1

nk0

n∑
i=1

xi =
1

nk0

n∑
i=1

xi =
1

1000
(0 · 84 + 1 · 15 + 2 · 1 + 3 · 0) = 15 + 2

1000
=

17

1000

Por lo que la probabilidad de obtener un 4 es 17
1000

= 0,017.
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Ejercicio 2.5.5. Se lanza un dado hasta que salga un 4 y se anota el número de
lanzamientos necesarios; este experimento se efectúa veinte veces de forma indepen-
diente. A partir de los resultados obtenidos, estimar la probabilidad de sacar un 4
por máxima verosimilitud.

Sea:

X ≡ “número de lanzamientos antes del lanzamiento en el que sale 4”

tenemos que si p es la probabilidad de que salga un 4, entonces X sigue una distri-
bución geométrica de parámetro p: X ⇝ G(p). Como se realiza el experimento 20
veces de forma independientes, disponemos de una muestra x1, . . . , xn donde n = 20.
Estimamos p por máxima verosimilitud:

Lx1,...,xn(p) = Pp[X1 = x1, . . . , Xn = xn]
indep.
=

n∏
i=1

Pp[X = xi] =
n∏

i=1

(1− p)xip = pn(1− p)

n∑
i=1

xi

de donde al aplicar logaritmos:

lnLx1,...,xn(p) = n · ln p+ ln(1− p)
n∑

i=1

xi

si derivamos:

∂ lnLx1,...,xn(p)

∂p
=

n

p
−

n∑
i=1

xi

1− p
=

n− np− p

(
n∑

i=1

xi

)
p(1− p)

=

n− p

(
n∑

i=1

xi + n

)
p(1− p)

Obtenemos que:
∂ lnLx1,...,xn(p)

∂p
= 0 ⇐⇒ p =

n
n∑

i=1

xi + n

Como siempre tenemos que:
n

n∑
i=1

xi + n
∈ [0, 1]

Tenemos entonces que el EMV es:

p̂ =
n

n∑
i=1

Xi + n
=

20
20∑
i=1

Xi + 20

o bien:

p̂ =
1

1 +X

Ejercicio 2.5.6. En 20 d́ıas muy fŕıos, una granjera pudo arrancar su tractor en
el primer, tercer, quinto, primer, segundo, primer, tercer, séptimo, segundo, cuar-
to, cuarto, octavo, primer, tercer, sexto, quinto, segundo, primer, sexto y segundo
intento. Suponiendo que la probabilidad de arrancar en cada intento es constante,
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y que las observaciones se han obtenido de forma independiente, dar la estimación
más verośımil de la probabilidad de que el tractor arranque en el segundo intento.

Si reunimos en una tabla la información del enunciado:

Primer Segundo Tercero Cuarto Quinto Sexto Séptimo Octavo
5 4 3 2 2 2 1 1

Tabla 2.1: Veces que arrancó en cada intento.

Si consideramos:

X ≡ “Número de intentos fallidos de arrancar el tractor”

tenemos que X ⇝ G(p), donde p es la probabilidad de arrancar el tractor en un
intento. tenemos a nuestra disposición de una muestra de X x1, . . . , xn de tamaño
n = 20. Si observamos la similitud con el Ejercicio 2.5.5, estamos bajo las mismas
hipótesis, por lo que al calcular el EMV para p obtendremos:

p̂ =
n

n∑
i=1

Xi + n
=

20
20∑
i=1

Xi + 20

Sin embargo, queremos calcularlo para la probabilidad de que el tractor arranque en
el segundo intento, es decir, para tener exactamente un intento fallido de arranzar
el tractor:

Pp[X = 1] = (1− p)p

Si amplicamos el Teorema de Zehna, podemos obtener el EMV de Pp[X = 1] a partir
de p̂:

̂Pp[X = 1] = ̂(1− p)p = (1− p̂)p̂ =

1− 20
20∑
i=1

Xi + 20

 20
20∑
i=1

Xi + 20

Si sustituimos ahora en los valores de la muestra, observamos que:

n∑
i=1

xi = 0 · 5 + 1 · 4 + 2 · 3 + 3 · 2 + 4 · 2 + 5 · 2 + 6 · 1 + 7 · 1 = 47

Por lo que la estimación máximo verośımil de la probabilida de que el tractor arran-
que en el segundo intento es igual a:1− 20

20∑
i=1

Xi + 20

 20
20∑
i=1

Xi + 20

=

(
1− 20

47 + 20

)
20

47 + 20
=

940

4489
≈ 0,2094
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Ejercicio 2.5.7. Una variable aleatoria discreta toma los valores 0, 1 y 2 con las
siguientes probabilidades

Pp[X = 0] = p2, Pp[X = 1] = 2p(1− p), Pp[X = 2] = (1− p)2

siendo p un parámetro desconocido. En una muestra aleatoria simple de tamaño
100, se ha presentado 22 veces el 0, 53 veces el 1 y 25 veces el 2. Calcular la función
de verosimilitud asociada a dicha muestra y dar la estimación más verośımil de p.

Los datos obtenidos son:

Dato 0 1 2
Veces 22 53 25

Sea X una variable aleatoria cuya función masa de probabilidad nos viene dada,
tenemos una muestra x1, . . . , xn de tamaño n = 100. La función de verosimilitud
asociada a la muestra es:

Lx1,...,xn(p) = Pp[X1 = x1, . . . , Xn = xn]
iid.
=

n∏
i=1

Pp[X = xi]

=
22∏
i=1

Pp[X = 0]
53∏
i=1

Pp[X = 1]
25∏
i=1

Pp[X = 2]

=
22∏
i=1

p2
53∏
i=1

2p(1− p)
25∏
i=1

(1− p)2

= p44 · 253p53(1− p)53 · (1− p)50 = 253p97(1− p)103

Si aplicamos logaritos:

lnLx1,...,xn(p) = 53 ln 2 + 97 ln p+ 103 ln(1− p)

y derivamos:

∂ lnLx1,...,xn(p)

∂p
=

97

p
− 103

1− p
=

97(1− p)− 103p

p(1− p)
=

97− 200p

p(1− p)
= 0 ⇐⇒ p =

97

200

Por lo que la estimación por máxima verosimilitud es 97
200

= 0,485.

Este ejercicio se podŕıa haber resuelto también usando la multinomial.

Ejercicio 2.5.8. En el muestreo de una variable aleatoria con distribución N (µ, 1),
µ ∈ R, se observa que no se obtiene un valor menor que −1 hasta la quinta obser-
vación. Dar una estimación máximo verośımil de µ.

Sea Y ⇝ N (µ, 1), si tomamos:

X ≡ “número de observaciones hasta obtener una menor que -1 (incluida)”

tenemos que:
Pp[X = x] = (1− p)x−1p
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donde p = P [Y < −1]. Tenemos una muestra de tamaño 1 (x = 5) de X, con lo que
la función de verosimilitud es:

L5(p) = Pp[X = 5] = (1− p)5−1p = p(1− p)4

aplicando logaritmos:
lnL5(p) = 4 ln(1− p) + ln p

de donde:

∂ lnL5(p)

∂p
=

−4

1− p
+

1

p
=

−4p+ 1− p

p(1− p)
=

1− 5p

p(1− p)
= 0 ⇐⇒ p =

1

5

Si notamos por Φ la función de distribución de una N (0, 1), tenemos que:

p = P [Y < −1] = P [Z < −1− µ] = Φ(−1− µ) = 1− Φ(1 + µ)

de donde (usando que Φ es biyectiva):

µ = Φ−1 (1− p)− 1

por lo que si aplicamos el Teorema de Invarianza de Zehna:

µ̂ = Φ−1(1− p̂)− 1 = Φ−1

(
1− 1

5

)
− 1 = Φ−1(0,8)− 1

Y si miramos en la tabla de la normal N (0, 1) la abscisa en la que se da la proba-
bilidad 0,8, obtenemos que se alcanza en la abscisa 0,85, por lo que:

µ̂ = Φ−1(0,8)− 1 = 0,85− 1 = −0,15

es la estimación máximo verośımil de µ.

Ejercicio 2.5.9. En la producción de filamentos eléctricos la medida de interés,
X, es el tiempo de vida de cada filamento, que tiene una distribución exponencial
de parámetro θ. Se eligen n de tales filamentos de forma aleatoria e independiente,
pero, por razones de economı́a, no conviene esperar a que todos se quemen y la
observación acaba en el tiempo T . Dar el estimador máximo verośımil para la media
de X a partir del número de filamentos quemados durante el tiempo de observación.

Sea X ⇝ exp(θ), si consideramos:

Y ≡“número de filamentos con tiempo de vida menor que

T en una muestra de tamaño n”

tenemos que Y ⇝ B(n, p) donde p es la probabilidad de que el tiempo de vida de un
filamento sea menor que T , p = P [X < T ]. Disponemos de una muestra de tamaño
1 de Y , y. Tratamos de calcular el EMV de p:

Ly(p) = Pp[Y = y] =

(
n

y

)
py(1− p)n−y
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si aplicamos logaritmo:

lnLy(p) = ln

(
n

y

)
+ y ln p+ (n− y) ln(1− p)

y ahora derivamos:

∂ lnLy(p)

∂p
=

y

p
− n− y

1− p
=

y − yp− np+ yp

p(1− p)
=

y − np

p(1− p)
= 0 ⇐⇒ p =

y

n

tenemos que el EMV de p es:

p̂ =
Y

n

Si observamos la definición de p:

p = P [X < T ] = FX(T ) = 1− e−θT =⇒ e−θT = 1− p =⇒ −θT = ln(1− p)

de donde:

θ =
− ln(1− p)

T

Sin embargo, lo que nos interesa es calcuar el EMV de E[X] = 1
θ
, por lo que:

E[X] =
1

θ
=

−T

ln(1− p)

Si aplicamos ahora el Teorema de Zehna obtenemos finalmente el EMV de E[X]:

Ê[X] =
1̂

θ
=

−̂T

ln(1− p)
=

−T

ln(1− p̂)
=

−T

ln
(
1− Y

n

)
Ejercicio 2.5.10. Sean X1, . . . , Xn observaciones independientes de una variable
X ⇝ {Γ(p, a) : p, a > 0}. Estimar ambos parámetros mediante el método de los
momentos.

Aplicación: Ciertos neumáticos radiales tuvieron vidas útiles de 35200, 41000, 44700,
38600 y 41500 kilómetros. Suponiendo que estos datos son observaciones indepen-
dientes de una variable con distribución exponencial de parámetro θ, dar una esti-
mación de dicho parámetro por el método de los momentos.

Planteamos el sistema a resolver, sabiendo que si X ⇝ Γ(p, a), entonces:

E[X] =
p

a
, V ar(X) =

p

a2

por lo que: {
p/a = E[X] = X

p/a2 = V ar(X) = A2 −
(
X
)2

de la primera ecuación tenemos que:

p = aX
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y si sustituimos en la segunda:

X

a
= A2 −

(
X
)2

=⇒ a =
X

A2 −
(
X
)2

Sustituyendo ahora a en la primera:

p =

(
X
)2

A2 −
(
X
)2

Por lo que las estimaciones a considerar son:

â =
X

A2 −
(
X
)2 , p̂ =

(
X
)2

A2 −
(
X
)2

Sea X ⇝ exp(θ), por el método de los momentos tenemos que:

1

θ
= E[X] = X =⇒ θ =

1

X

Por tanto, para estimar θ lo primero que hacemos es calcular la media de los valores:

35200 + 41000 + 44700 + 38600 + 41500

5
= 40200

y la estimación será:

θ̂ =
1

x
=

1

40200
≈ 2,488 · 10−5
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